PTSI Calculs algébriques et sommes 2023-2024
Calculer pour n € N et € R la somme Z ekl
k=—n
Feui”e d ’exerCiceS 4 = Exercice 5 ¢00 = Une autre somme de sinusoides
C I I I . b . Calculer pour n € N et (a,b) € R? les sommes
Cp(a,b) = 2 cos(a +bk) et  Sp(a,b) = Z sin(a + bk)
k=0 k=0
—— Exercice 6 ee0 = Sommes doubles
—— Exercice 1 €00 mmmm Majorer une somme
Soit n un entier non nul, calculer les sommes doubles suivantes :
Soit m un entier non nul, écrire la somme 1. 2 ij,
B 1 L. 1 1<i<j<n
L S 2. > min(i,j)
1<i,j<n
avec le symbole X, puis montrer qu’ellle est inférieure a 1.
— Exercice 7 €00 Deuxiéme calcul, avec un somme double
— Exercice 2 €00 mmm—— Repérer des téléscopages
On va retrouver le la valeur de S,,, définis dans I'exercice 3 :
1. T deux réels a et b tel U
rouver deux reels a @8 aue 1. Posons T, = Z Z 2'. Montrer que : VYn € N*, T,, = S,,.
vz e R\{-2,—3 ! - b o
z e R\{-2, -3}, (x+2)(z+3) z+2 + 43 2. Intervertir la somme double et conclure.
En deduire an 1 . —  Exercice § 00 mmmm Un polynome
= (k+2)(k+3)
- Soit m un entier non nul, on définit la fonction P, sur R par
n k
2. En faisant apparaitre k + 1 au numérateur, calculer Z m n "
k=0 VzeR, P,(z)= n(1+*)
. k=1 k
—  Exercice 3 00 mmmm Calcul d’une somme avec un glissement
1. Donner P; et Ps.
Soit 7 un entier non nul, On cherche & calculer S, — Z Lok 2. Montrer que P, est un polynoéme dont on donnera le degré.
k=1 3. Que valent P,,(0), P,(1) et P,(—n)?
1. En effectuant un glissement d’indice, exprimer S,, comme somme de deux sommes. 4. Montrer que l'on a
n—1
2. Exprimer Z k2* en fonction de S, et conclure. Vo e R*, Py(z) = T npn(x —1).
k=0
= Exercice 4 00 == Une quantité importante 5. Pour ¢ € N*, déterminer Py (q).
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—  Exercice 9 eee — Exercice 13 000 De nouvelles valeurs particuliéres

— 4 _ 2 acdui ™ iq Qin( T
1. Soit n un entier non nul, et k& un entier compris entre 1 et n. Montrer que Montrer que cos(4z) = 8 cos™(z) — 8cos®(z) + 1. En déduire COS(S) puis sin( 8 )-

n—1 k/n =  Exercice 14 eee mm De nouvelles valeurs particuliéres, bis
< i 1> = — ( k) (Formule comité-président).
- n
N 1. Montrer que sin(5z) = P(sinz), oit P est défini sur R par P(z) = 162° — 2023 + 5.
Retrouver 2 k (Z) =n2" L 2. Montrer que sin({5) est solution de 'équation P(z) = 1, puis de I'équation
p=0

4 3 2
2. En s’inspirant du cours, introduire la fonction f(z) = (z + 1)" et calculer 1627 + 162° — 42" —4dz +1 = 0.

i 1 <n) i ) (n) 3. Trouver deux réels a et b tels que 16x* + 1623 — 422 — 4z + 1 = 16(x — a)?(x — b)2.
S ot k(") o

=k +1\k = k 4. Donner la valeur de sin({g).

—  Exercice 10 eee mmmm = Exercice 15 060 == Une équation trigonométrique

1. Démontrer par récurrence sur n € N que 1. Factoriser le polynome z — 42 — 422 — 3z + 2 (noter que z = 1 est racine).

vpe[0,n], Zn: (ﬁ) N (ZID

k=p

2. Résoudre I’équation cos(3z) = 2 cos(2z) d’inconnue z € R.

2. En évaluant cela pour des p bien choisis, retrouver
n n n
SEOYE @ S
k=0 k=0 k=0
m——  Exercice 11 ¢00 mmmm Troiséme calcul, avec un paramétre

Soit n € N, et soit f la fonction défnie sur R par f(z) = 2 zk.
k=0

n
1. En calculant f’ de deux maniére différentes, déterminer Z kak—L,
k=1

2. Retrouver la somme S,, de I'exercice 3.
n

3. Comment calculeriez-vous Z E(k — 1)2*~2 puis Z K22k 2
k=1 k=1

—  Exercice 12 000 mmmm Linéariser pour intégrer

Donner une primitive de sin® z et de sin® z cos z.
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