PTSI Nombres complexes (et géométrie)

2024-2025

Feuille d’exercices 2
Nombres complexes (et géométrie)

— Exercice 1 €00 mmmm Formes algébriques et inverses

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique :

2 1—2i et?
- = =(4—2)3 =— fe|— )
NS gaa 2T rysy BT WA a= g fel-mal
Correction :
Méthode :

1. Standard avec la méthode du conjugué.
2. Standard avec la méthode du conjugué.

3. Savez-vous développer (a — b)3?

4. Quel est le conjugué de e ? On peut aussi appliquer la technique de ’angle moitié.

Détails :
1. Standard.
2. Standard.

3. On rappelle que
(a —b)® = a® — 3a®b + 3ab® — b?,

il n’y a plus qu’a calculer.

4. La méthode de I'angle moitié fonctionne trés bien : on écrit

. , ‘ , 0
14¢"? = elg(e_lg + e’%) = 2(:055 x ei%.

Ainsi,
- -0 ..
et? ez cos%—&—zsmg 11 . 0
24—2 T T " 5ol Sy —5( +ztan§).
cos § X €'z cos 3 Cos 5

Pour ceux qui préfére utiliser la méthode du conjugué, moins naturelle :

e (1 + ei?)
=
|1+ e?|2
Orona:

e x (1T+e?) =e?(1+eif)=e1+e ) =e? +1=cosf+1+ising

et

11+ €)% = |1+ cos® +isinf? = (1 + cosh)? +sin®0 = 2 + 2cosf = 2(1 + cos )

Finalement, on a

1 v sin 0

— i
2 2(1+cosb)

A ce stade, on peut étre satisfait, ou savoir que

Z4 =

0 0
1+ cosf =1+ cos(2 x 5)) = 2cos? 2
tandis que

0
sin @ = sin(2 x 5) = 2sin§ €08 7,
soit apreés calculs :
sin 6 sin ¢ 1 0

2(1+COS€):2cosg 2 2

Finalement,

1 0
Z4 = 5(1 +itan§).

—— Exercice 2 €00 mmmm Equations de degré 1 (et conjugués)

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € C :
3. z=Zz2+2.

1. 2+2i=iz—1. 2. 2z+i=%Z+1.

—  Exercice 3 €00 Formes trigonométriques bidouillées

Mettre les nombres complexes suivants sous forme trigonométrique

z1=—-3+3i, 2zo0=—bi, z3=2ie'5.

Pour 0 €] — 7, 5[, méme question :

zg =1+itanf, z5=sinf + icosé.
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—  EXErciCe 4 €00 La force du conjugué —— Exercice 7 €00 De nouvelles valeurs particuliéres
Soient z et 2’ dans U tels que zz" # —1. Montrer que f:zzzl, e R. Soit z1 = 1 +1i et zo = 2€'5. En étudiant 2L, donner les valeurs de cos {5 et sin {5.
Correction : Quelle méthode plus “bourrin” peut-on utiliser en exprimant % a partir de % et i?

Méthode : L'hypothése z € U permet de relier z et z. Il parait alors pertinent
d’utiliser le fait que ¢ € R si et seulement si ¢ = g, ou bien d’utiliser la technique du
conjugué sur la fraction.

Détails : Notons que ce quotient est bien défini puisque 1 + zz’' # 0 par hypothése.
Appelons-le ¢g. On sait que ¢ est réel si et seulement si § = ¢g. Calculons donc

_ z+ 2
1= 14+ 22/

N’oublions pas que z et 2z’ sont dans U, ce qui veut dire

zZ+ 2

147

2> = |2']* = 1,

et donc que

_ 1 — 1
z=- etz =—.
z z
On déduit
1 1 z+2' /
= z + 2 _ =z 2tz —
¢ 1+ L ozl 14 7
zz! zz!

Cela prouve donc que g est réel.
Remarque : Si on ne pense pas a la caractérisation « g réel si et seulement si ¢ = g »,

on peut essayer de multiplier numérateur et dénominateur de ¢ par (1 + zz’) ) et utiliser
|z]2 = |2/|> = 1. A la fin doit reconnaitre des quantités comme z + Z et 2z’ + 2’ qui sont
réelles.

= Exercice 5 eoco La force de la forme exponentielle

Simplifier les nombres complexes suivants :

\/g_i)24

1+

( . (V3—=9)"+ (V3+i)" avec neN.

== Exercice 6 eoco Trouver la moitié

1. Pour 6§ € R, ecrire 1 4 €% sous forme trigonométrique-exponentielle. En déduire
son module et son argument. Retrouver le résultat en travaillant avec la forme
algébrique.

2. Méme question pour e3¢ + 9%,

Correction :

Meéthode : Que veut dire I’énoncé par “étudier ﬁ—f” ? Peut-étre calculer zl

deux formes que vous connaissez, et les comparer ?
Détails : L’énoncé sugére de calculer % Faisons-le de deux maniéres :

e Sous forme exponentielle. On a aprés calculs z; = v/2¢’T, et donc

21 /267 Lo 1

7%) = 761-1

— = —¢
2o 2ets V2 2

4

INE]

¥

e Sous forme algébrique. On a directement :

1+4¢ _.= 3 )
2o g h

_ VB4l V31

z9 2
En égalisant ces deux formes, on obtient :
V3+l W31 1 -
+ @( ) = ¢tz =
4 4 V2

On identifie les parties réelles et les parties imaginaires :

T _V6+V2 T _V6-V2

COS 12 1 € Sin 12 1

(cos = + isin =)
COS — s — ).
12 "M

Pour calculer ces valeurs, on pouvait directement écrire

)

cos(-—) = cos(z — z) et sin(l) = sin(g —

3 4 12

N

T
12
et utiliser des formules d’addition.

= Exercice 8 eeo Une équation fonctionnelle

Soit f: C — C telle que Vz € R, f(x) = x, et qui vérifie de plus

flz+2") = f(z) + f(2)

Vaz)eCxs, { Fe) = £

Calculer f(i), puis en déduire f.

- Exercice 9 eee

Encore une équation fonctionnelle

1 2(4).

2

sous les
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Trouver les fonctions f : C — C qui vérifient f(z) + zf(—z) = 1 + z.

Correction :

Meéthode : 1l s’agit d’une “équation fonctionnelle”. Ce genre d’exercice original est
dur car on ne sait pas toujours quelle piste suivre. Ici Péquation relie f(z) et f(—=z), et
n’est pas symétrique, il est donc naturel de I’écrire avec —z a la place de z pour obtenir
une deuxiéme relation.

Détails :

Soit z € C, on applique la relation vérifiée par f au complexe —z :

f=2) = 2f(z) =1 - =

On cherche a éliminer le terme en f(—z), pour cela on multiplie cette derniére relation
par z, et on la soustrait & la premiére. On obtient :

fR)+22f(2)=14+2—2(1-2) = (1+22)f(z) =1+ 2>
Si 14 22 # 0, c’est-a-dire si z € C\{i, —i}, on déduit que nécessairement

Vze C\{i,—i}, f(z)=1.

Ceci est une condition nécessaire (on a en effet raisonné par implication au moment
ou on a ajouté deux égalités), et elle est bien susflisante comme on peut le vérifier
directement.

Il reste a déterminer les valeurs de f(i) et f(—¢). Pour n’importe quel couple (a,b) €
C x C vérifiant b —ia = 1 — 4, on peut poser f(i) = a et f(—i) = b. Cependant, il est
naturel de poser f(i) = f(—%) = 1 pour obtenir une fonction continue sur C.

— Exercice 10 000 Un axe bien connu

Trouver les nombres complexes z € C qui vérifient |z —i| = |z + 4.
— Exercice 11 ¢00 =

Trouver les nombres complexes z € C tels que les vecteurs d’affixes z et % soient
orthogonaux.

Correction :
Meéthode : La plus efficace est d’utiliser le cours : en notant M le point d’affixe z et
M’ celui d’affixe 1, alors I'angle (OM,OM’) est donné par

z—0
v

(OM,0OM’) = arg

et les calculs déroule.

Une autre stratégie consiste a écrire z = re'
puisqu’on raisonne sur l'argument.

Détails :

La plus efficace est d’utiliser le cours : en notant M le point d’affixe z et M’ celui

d’affixe 1, alors I'angle (O—]\/[), OM') est donné par

avec r > 0, ce qui revient au méme

— z—0

(OM,0M') = arg T " arg(z?),

ou argument est choisi dans | — 7, 7], par exemple.
Ainsi, les vecteurs sont orthogonaux si et seulement si

(OM,0M) = g [7]
— arg(z”) = 5 [7]

T T 3w mwm 3w
= argle) = 7 [5] = ang(e) e (-7, — 1, 1.5

Géométriquement, ce sont les complexes z dont le point image est sur une des droites
y=zxouy=—=z.

- Exercice 12 eoe = Prendre de la hauteur

On se donne des nombres complexes a, b, c et d, avec b # ¢ et a # ¢, tels que % et
d—b

c—a

sont imaginaires purs.

1. Interpréter ces conditions pour les points d’affixes respectives A, B, C' et D.

2. a. Montrer en développant que (d—a)(b—¢)+ (d—b)(c—a) + (d —¢)(@—b) est
imaginaire pur.

d—c
a—b

b. En déduire que est aussi imaginaire pur.

3. En raisonnnant dans le triangle ABC, montrer que ’on vient de prouver un résultat
de géométrie bien connu.

= Exercice 13 €00 Identité du parallélogramme
Montrer que pour tout nombres complexes 2,2’ € C, on a :

|z + 2|2 + |z — 2| = 2|2|® + 2]

Interprétez géométriquement.
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Correction :

Méthode : Pour “développer” |a + b|?, on n’a pas le droit a I'identité remarquable
de 4e. On peut par contre utiliser |a + b|? = (a + b)(a + b). Pour l'aspect géométrique,
introduire les points d’affixes z et 2/, interpréter les affixes z + 2’ ainsi que z — 2/, et bien
str utiliser la vision géométrique du module.

Détails On développe :

lz+ 212 =(z+2)z+2) =22+ 22 + 22+ 27 = |2)> + 2Re(z2) + |2/

On obtient de méme :
|z — 2|2 = |2 — 2Re(z7) + |#)?,

et donc en ajoutant :
lz+ 2P+ |z =2 =2(z" + |#]).

Si on introduit M et M’, les points d’affixes z et 2/, ainsi que N le point d’affixe z + 2/,
alors I'inégalité se réécrit, en interprétant en terme de distances :

ON? + MM"” =2(OM? + OM™).

A

0

Par construction M’N a pour affixe z+ 2’ — 2’ = 2z, on a donc M'N = OM, et le quadri-
latére OM N M’ est un parallélogramme. On vient donc de retrouver un résultat connu
de géométrie élémentaire : la somme des carrées des diagonales d’un parallélogramme
est égale & la somme des carrées des quatre cotés.

Pour aller plus loin : Ce résultat peut aussi se montrer aussi en utilisant le produit
scalaire.

—  Exercice 14 ¢e0 mmmm Identité remarquable chez les complexes et inégalité

Les deux questions sont indépendantes.
1. Pour a € C et b € C, développer |a + b|%.
2. Montrer que |a + b> < (1 + |a|?)(1 + |b]?). Etudier le cas d’égalité (plus dur).

Correction :
Méthode :

1. Bien siir, ce n’est pas une question de collége. On peut passer par les conjugués.

2. Dur a trouver “naturellement”, mieux vaut étudier le signe de la différence. Le terme
de gauche et le théme “inégalité” doit vous faire penser a 'inégalité triangulaire.

Détails :
1. On a

la +b? = (a+b) x (a+0b) =aa+ ab+ab + bb = |a|* + [b]* + ab + @b.

Ces deux derniers termes doivent bien donner quelque chose, en particulier on doit
y voir un nombre réel puisque |a + b|? € R. On remarque que

ab+a@b = ab + ab = 2Re(ab) d’aprés z +7% = 2Re(z),
ainsi : B
la+b* = |a]* + |b]* + 2Re(ab).
Si a et b sont réels, on retrouve bien la formule du college.

2. On forme la différence
D = (L+al*)(L+[b]*) — |a + b]>.
Il parait naturel d’écrire I'inégalité triangulaire :
la + b < |a| + [0]
et donc en mettant au carré :
la +b|* < |al® + [b]* + 2[al|b)].
Cela donne :

D= (1+ [al*)(1 + [b]*) = (laf* + [b]* + 2[a|[b])
—1— 2|a||b] + |al?[b]? = |ab]? — 2Jab| + 1 = (|ab| — 1)?
> 0.

Cela prouve I'inégalité demandée. Par ailleurs, on a égalité si et seulement si toutes
les inégalité précédentes sont en faites des égalutés. On sait qu’on a égalté dans
I'inégalité triangulaires si et seulement si les nombres complexes a et b ont leurs
images alignés avec 'origine, et dans le méme sens :

la + bl =]a| + ] &= INeR,, b= Aa.

De plus, avoir une inégalité dans (|ab] — 1)? = 0 donne :
(Jab| = 1) =0 «— |ab| =1 < Aa|* =1 «—= A= —

Finalement, on a égalité pour les couples de la forme (a,b) = (a, ‘—2)
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A retenir : On ne manipule pas aussi facilement |a +b| que dans les réels. Ou bien on
calcule |a +b|2, avec un terme croisé 2 Re(ab), ou bien si on doit établir des inégalités, on
utilise l'inégalité triangulaire |a + b| < |a| + |b| (dont la preuve vient du développement
de |a + b]?).

On a |a + b| = |a| + |b| uniquement lorsque les points O, A et B sont alignés, avec A
et B du méme coté!

——  Exercice 15 eee ===  Identité remarquable chez les complexes et arithmétique

1. Pour a € C et b € C, factoriser a® + b? en utilisant des complexes.

2. On dit qu'un entier N € N est somme de deux carrés lorsqu'il existe (a,b) € N?
tel que N = a? + b2. Soient N; et Ny des entiers qui sont somme de deux carrés,
montrer que NNy est encore somme de deux carrés.

Correction :
Méthode : Avec les réflexes du lycée, il semble que l'on ne peut pas factoriser.
Pourtant, b2 = —(ib)?, ce qui conduit & une "factorisation chez les les complexes”. L’idée

sous-jacente est que a? 4 b? est lié au module du complexe z = a + ib, et donc peut
s’écrire sous la forme 2Z.

Pour la suite, il suffit d’utiliser cette identité remarquable. N’oubliez pas que vous
manipulez des entiers! Cherchez des quantités “canoniques” comme des modules.

Détails :

1. PouraeCetbeC, on a

a® +b* = a® — (ib)* = (a + ib)(a — ib).
2. Soient N7 et Ny des entiers qui sont somme de deux carrés, autrement dit
Ny :af-i-b% et Ny :a§+b§.
On a alors
NiNy = (a3 +b3) x (a3 +b3) = (a1 + ib1) (a1 — ib1)(ag + ibs)(as + ibs).

Que faire & ce stade? N’oublions pas que NN, est un entier, ce qui doit
(ré)apparaitre. Pour y voir plus clair, introduisons

z1 =a1 +1b; et zo = as + ibs,

on a alors
NiNy = 2171 X 2973 = 21207123 = |2122|*.
Or
z129 = a1a9 — b1bg + i(albg + a2b1),
et donc

N1N2 = (a1a2 — b1b2)2 + (albg + (121)1)2,

ce qu’on aurait trouvé en développant tout dans le calcul de N1 Ns.

Pour aller plus loin : Il existe des liens profonds entre I’arithmétique et les nombres
complexes. Ce croisement donne lieu a la “théorie des nombres”, un domaine difficile des
mathématiques, ott on obient des résultats sur des nombres entiers & ’aide des nombres
complexes.

——  Exercice 16 00 mmmm Encore du conjugué

Déterminer les nombres complexes z € C* tels que 4z + % e R.

Correction :
Méthode : Comme souvent, écrire z = x + iy peut marcher, mais avec des calculs.
On peut utiliser le fait que Z € R si et seulement si Z = Z.
Détails : Utlisons la méthode ci-dessus (vous étes invités a faire ’exercice en posant
z = 2 + iy pour comparer).
On a:
1 1 1 _ 1
dz4+ —€eR < 4dz+ —=4z+ — =472+ —.
z z z Z

On peut supposer que z € C*, sinon % n’est pas défini. On déduit :

1 1 1
dz4+ -€eR < 42+ - =42+ - =4z2+
z z z

1
z

N——— =

1

— 2Z(4z+ -) =22 (4z+
z

= 4d2|2|? +Z =422 + 2

— 4(z-2)|f =2—Z

| =

> z=2Z ou |z]°=

Ainsi, les nombres complexes solutions du probléme sont ceux qui sont sur I’axe réel ou
sur le cercle de centre l'origine de rayon %

—  Exercice 17 00 mmmm Eviter trop de calculs

On cherche les nombres complexes z € C qui vérifient \j:g = %

1. Montrer que cette équation est équivalente & 2z — (2 +2) = 7.
2. Faire apparaitre la quantité |z — a|?> pour un a € C bien choisi et conclure.

Correction :

Meéthode : Si on écrit z = x + iy, cela peut aboutir mais il faut étre a ’aise avec les
équations cartésiennes de cercle (chapitre géométrie du plan, S2). L’énoncé propose une
méthode alternative avec les conjugué.
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1. On commence par écrire

z—3 1 |z — 3] 1 9 5

= e T = e V22-3| = [2-5] < 2[z-3 = |z—5|%,
i R 2=3] = |2=5] < 21z-31 = |z
la derniére équivalence venant du fait que toutes les quantités sont positives. On
développe ensuite :

202 =32 =12 -5 < 2(z-3)(z—3) = (2 —5)( — 5)
— 22Z2—6(2+2)+18=2Z2—-5(z+%)+25

—2Z—(24+2)=T.

2. Notons qu’on a, par des calcus similaires : |z — a|? = 2Z — (az + aZ) + |a|*. Ainsi,
on choisit a pour que @z + az = z + Z, donc a = 1. On obtient alors :

Z—(2+2)=|z—1* -1,
et donc d’apreés la question précédente

z—3 1
= —1]2 =8.
o — |z -1

V2

Ainsi, 'ensemble des z qui vérifient la condition sont exactement les complexes dont
I'image est sur le cercle de centre (1,0) et de rayon v/8 = 2v/2.

— Exercice 18 ee0 = Une fraction qui se simplifie

1. Pour quelles valeurs de z les points d’affixes 1, z et 22 sont-ils distincts deux & deux
(c’est-a-dire tous distincts) 7

2. On suppose que les points d’affixes 1, z et 2% sont distincts deux a deux. Trouver
les nombres complexes z € C tels que les points d’affixes 1, z et 22 sont alignés.

3. Plus dur : méme question avec z, 22 et z*.

Correction :

Meéthode :

Utilisez a fond : trois points distincts A, B et C' sont alignés si et seulement si ;=2 est
un nombre réel. Pour le deuxiéme, passez a une forme algébrique aprés simplifications.

Détails :

1. On suppose z ¢ {0, 1}, de sorte que les trois points soient disctincts. Les trois points
sont alignés si et seulement si

22 -1

z—1

ER <= 2+41eR < Im(2) =0 < zeR.

2. Déja, on élimine les cas 22 = z, 2* = z ou z* = 22, qui correspondent & des points

non distincts, et qui revient aprés calculs & z € {1,—1,0, 4, 7}. Ensuite, on procéde
de méme. Les points sont alignés si et seulement si

4 4
2t — 2 2t — 2
2_Z)EO [W](:)ZQ

e R.

arg(

z —z

Or on calcule :

22—z 228 -1)

z(z—1)

2(z—1)(z*+2+1)
z(z—1)

5 =22 +z2+1.
z22—z

Alors, les trois points sont alignés si et seulement si 22 + z + 1 € R. A ce stade, il
est pertinent de revenir a une forme algébrique. On pose z = x + iy, et on obtient

Przrl=0 -y +a+1+i(y+ 2my).
Ainsi :

24—2

ER, y+2zy=0 < y=0 ou z=—

22—z

= N

Les points solutions sont donc I'union des droites y =0 et z = —
= Exercice 19 eoo ==

Que pensez-vous de 'affirmation suivante :

VzeC,Ine N*, 2" eR.

On pourra utiliser que 7 ¢ Q...

Correction :

Méthode :

Si on essaye ¢ = -, I'affirmation est vrai... mais il y a d’autres angles que ceux de la
forme . Il faut analyser la situation pour trouver un argument qui marche.

Détails :

On écrit z = re®?

avec > 0, on a alors

SN = ,,,nezne.

Ainsi, 2™ € R si et seulement si
nd =0 [n].
A ce stade, on demande de trouver un 6 tel que ceci n’est jamais vérifié. Or,

nl=0 [r] < JkeZ, 9:k—7T -
n

ge(@.
™

Ainsi, si on prend 0 = 1, puisque 7 ¢ Q, on trouve bien que z" n’est jamais réel.
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— Exercice 20 e00 m— Etude d’une similitude

1. (Cas particulier). Soit la fonction définie sur C par

s(z) = (% + i?) V31— i)

a. Montrer que I’équation s(z) = z posséde une unique solution dans C, notée w.
La calculer.

b. Déterminer un nombre complexe o € C tel que s(z) —w = a(z—w). On pensera
a écrire s(z) —w = s(z) — s(w).

c. Mettre a sous forme trigonométrique et donner la nature géométrique de s.

2. (Cas général) Soit w € C fixé. Dans les questions qui suivent, pour un z donné, on
pourra représenter le vecteur d’affixe z — w, et décrire le point d’affixe f(z).

a. Pour un 0 € R fixé, expliquer et illustrer avec un dessin la nature géométrique
d’une fonction vérifiant f : C — C vérifiant f(2) —w = (2 — w).

b. Pour un A > 0 fixé, méme question avec une fonction vérifiant f(z) —w =
Az — w).

c. Méme question avec une fonction vérifiant f(z) —w =w — z.
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