PTSI Séries numériques 2024-2025

= Exercice 5 eeoc ===  Séries convergentes modifiées  Soit > wu, une série
convergente & termes positifs. Etudier la nature des séries suivantes :

1. Yu?2 2. ) e e 30X @ (comment majorer ab par a® et b%?)
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= Exercice 6 e¢0 === Régle de d’Alembert On présente ici un outil de
deuxiéme année. Soit (u,) une suite & terme strictement positifs, de sorte que 1'on
puisse former le quotient uu—tl On suppose que lim,,_, ;oo 2L = /¢

Un

1. On suppose que ¢ < 1.

—— Exercice 1 €00 == Donner la nature des séries suivantes :
21 " a. Soit k €]¢, 1[. Montrer que

Ly 2ol y Y sy - e yun(i-d) el “

n=0 TL2 + 109 n=0 n2 +1 n=1 n=1

= = , INeN,Vn =2 N upi1 < kuy.
1 n " 1

5. — 6. . 1. In(l1+e ™). 8. .

7;1 n2 —ncosn’ ;1 (n + 2) ;0 ( ) ngl ( n) b. On déduire que la série Y, converge.

2. On suppose que £ > 1, ou bien que lim,_, % = 17. Montrer que
— EXErcice 2 €00 Donner la nature des séries suivantes, et lorsqu’elles
convergent, calculer leur somme : AINeNVR=N upi1 = uy.
2”
Ly —————— 2.y —— Z — Concl
2 onclure.
=in n+1 )(n+2) =3 =2

Un

3. On suppose que lim,, , o, —=** = 1. Montrer qu’on ne peut pas conclure en donnant

. 1. deux exemples de telles suite, telles que les séries associées converge et diverge.
= Exercice 3 ee0 === Encadrement d’une somme On considére pour n > 2 P ’ 4 & &

la somme partielle

L klnk’ = Exercice 7 eee == Vers la formule de Stirling On définit, pour n € N*,
n
1. Encadrer S,, & I'aide d’une intégrale de la fonction ¢ — . Up = TV o G — Z ln(M).
a
2. En déduire que la série Z,@l W}m diverge, ainsi que I’équivalent des sommes par-
tielles n 1 . . - Un
S5, ~ In(n(n)). 1. Montrer que In(= ) W T et en déduire la nature de la série 3}, _; In(==).
n——+0o0

2. En déduire que la suite (In(uy))n>1 converge.

= Exercice 4 eeo === Somme des factorielles On considére la somme partielle 3. En déduire que la suite (u,),>1 converge vers un réel strictement positive, que I'on
notera %
-$u
k=1 4

ol
. En déduire que n! ~ Cn"e "/n.
n—-+0o0
1. Montrer que S, ~ n! (on pourra majorer les termes de Sno 2.
n—+0o0

Remarque : On peut montrer que C' = +/27, en utilisant les intégrales de Wallis vues
Z Sn, au TD « intégration ».

2. En déduire la nature des séries Z I
n !

n=1

7( +1) et

n=1
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= Exercice 8 ee0 == Série harmonique et constante d’Euler Soit la série

21
harmonique H,, = —.

1. Montrer en utilisant des intégrales que H,, ~ Inn.
n—aoo0

2. Soit la série harmonique « corrigée » u,, = H, — Inn. Former u, 1 — u,, et en
déduire que la suite (uy)n>1 converge. On note v sa limite.

3. En déduire le développement asymptotique

H, :Jroolnn+7+0(1)

n—

H
4. Déterminer la nature des séries Z ﬁ et Z
n

n=1 n=1
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