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L’usage de toute calculatrice est interdit.

Vous étes jugés sur le fond comme sur la forme : la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans I’appréciation des copies. On veillera notamment a soigner la présentation, a
mettre en évidence les principaux résultats et a respecter I’ordre des questions sur sa copie.

Ce sujet comporte 3 pages et 4 exercices indépendants

Exercice 1 :
Partie | :

1) Résoudre sur R le probleme de Cauchy :

{ y +2xy=0
y(0) =1
2) On désigne par f la solution du probléme de Cauchy. Déterminer la dérivée f' ainsi que la dérivée seconde

f”.
3) Déterminer max lf'(®)|
4) a) Enoncer le théoréme des accroissements finis.

b) Soit € un réel strictement positif. Montrer qu’il existe un réel n strictement positif, que I’on explicitera, tel

que :

V) ERY Ix—yl<n = |f(x) - fO)l<e
5) Montrer que :
Vx € R f™(x) = f(x) X P ()

ol £ ™ est la dérivée n°™€ de f et P, une fonction polynomiale de degré n.

Partie 11 :

Dans cette partie, on s’intéresse au probléme de Cauchy suivant :

4oy = 2x+9 .

oY e +17°

y(-4) = 1
1) Justifier que : x +— 22x—+9 est définie sur R.

xX“+8x+17
2) Justifier que : Vx € R, oo = _2X%8 —
xX“+8x+17 x“+8x+17 x“+8x+17
3) En déduire une primitive sur R de la fonction g : x +— 22x—+9
x“+8x+17
4) Résoudre le probleme de Cauchy.
Partie 111 :
1) Résoudre sur R le probléme de Cauchy :
y' - 2y + y = 2sh(x)
y(1) = —jet+lel
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Exercice 2 :

Soit m un réel et (S,,) le systéme suivant :

x + vy - mz = m-1
S :imx + y + m?z = 1
m?x + my — m?z = 0

1) Soitm =1.
Résoudre (S,).
2) Résoudre le systeme (S,,,) en discutant suivant la valeur du paramétre réel m (vous vérifierez que

pour m = 1, vous retrouvez le résultat de la question 1).

Exercice 3 :
Partie | : Convergence

1
Unsr = Un + 75 (U — 7uZ + 10u,,)

On considére la suite (u,,) définie par : { pour toutn € N.

u, =3

1) On considere la fonction f : x — x + % (x3 — 7x? + 10x) définie sur [1; 3]
a) Montrerque: f': x — 1—10 (3x% — 14x + 20)
b) En déduire les variations de f sur [1; 3].
c) Déterminer £([1;3]) et en déduire que f([1;3]) < [1;3]

2) Montrer que pourtoutn € N, 1 <u,,; <u, <3

3) En déduire que la suite (u,) converge vers une limite notée L.

4) Justifier que [ satisfait ’équation : {3 — 712 + 10l = 0

5) En déduire la limite .

Partie 11 : Vitesse de convergence

: ey = 2
1) Montrer que: trer%%é] lf'®] = m

2) En déduire que pour toutn € N*, |u, —1]| < 0,9|u,,_; — |

3) Endéduire que pourtoutn € N, |u, —I| < (0,9)"

4) En déduire a partir de quel rang n on peut affirmer que |u, — 1| < 1075
(Valeurs : In(10) = 2,3 etIn(0,9) = —0,1)



Exercice 4 :

Partie I : Quelques limites

i VIx2+42x+5 — (3x+1 Arcsi
Soient f : x >~ xx—l (Bx+1) etg:x rcs;n(x)

1) Justifier que f est définie et de classe C sur R\{1}.
2) Lafonction f peut-elle étre prolongée par continuité ?
Si oui, donner un tel prolongement. Si non, justifier.
3) Déterminer la limite de la fonction f en +co.
4) Déterminer la limite de la fonction f en —co.
5) La fonction g peut-elle étre prolongée par continuité en 0 ?

Si oui, donner un tel prolongement. Si non, justifier.

Partie Il : Primitive...

On se propose de déterminer une primitive de h : x +— V9x? + 2x + 5 sur R.
1) Montrer que :

9 9

1\? 44
VvVt € R, \/9t2+2t+5=\]9(t+—) +—

2) En effectuant le changement de variable u = % , montrer que :

9x+1
X

Va4
44
f\/9t2+2t+5dt=ﬁ Ju?+1du

3) On admettra dans la suite que :

u=sh(w) & w=Ih{u+Jyu?2+1)

Effectuer le changement de variable u = sh(w) et montrer que :

Vaa b(x)

44 44
—f Ju+1ldu=— fchz(w) dw

2
avec, b(x) =1In <9j4_:1 + ((?4_:1) + 1)
4) On admettra que :
- Vw e R,ch?(w) = (ch(2w) + 1)

- VyeR, sh(Z In(y +{y? + 1)) =2yJy?+1

En déduire que :

X
1
J\/9t2+2t+5dt=a((9x+1)\/(9x+1)2 +44+441n(9x+1+J(9x+1)2 +44))



