PTSI1 - 2021-2022 Durée : 4H00 min

DST 3
Corrigé

Exercice 1 - Calculs de sommes.

1. a. Afin de déterminer les réels a, b et ¢, mettons au méme dénominateur :

LI b L a(k+3)(k+4) +b(k+2)(k+4) +c(k+2)(k+3)
E+2 k+3 k+4 (k+2)(k+3)(k+4) '

Ainsi, on a ’égalité demandée si et seulement si
VkeN, a(k+3)(k+4)+bk+2)(k+4)+clk+2)(k+3) =4k + 10.
Or on a
a(k+3)(k+4) +b(k+2)(k+4) +c(k+2)(k+3) = (a+b+c)k* + (Ta + 6b + 5¢)k + 12a + 8b + 6c.
Ainsi, par idenfification des coefficients, on a ’égalité demandée lorsque

a+b+ec=0
Ta + 6b+ 5c=14
12a + 8b + 6¢ = 10

La résolution de ce systéme conduit a

b. On écrit, a 'aide de la question précédente :

4k + 10 2 3 11
(k+2)(k+3)(k+4) k+2 k+3 k+4 Ek+2 k+3 k+3 k+4)"

Ainsi on a par linéarité :

= 1 1 = 1 1
T, = — )43y (——— ).
" §1<k+2 k+3)+ ;1(k+3 k+4>

On reconnait deux sommes télescopiques, et on déduit que

T 1 1 43 1 1 13 1 3
" 142 n+3 1+3 n+4) 12 n+3 n+4

2. a. On a vu que

i 2 n(n + 1)6(2n +1)

Un: -
j=1i=12]+1
Or pour un entier j fixé entre 1 et n, on a
i Z o 1 Z]:izz 1 jE+0@e2i+1) _jG+1)
“2j+1 2j+14 25+ 1 6 6
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On déduit que

Un=2]<] )=72(.72+])=
j=1 6 6j:1

SRS 1 /nn+1)2n+1) n(n+1)
<j21j +j21]>=6( 6 + 5 >

S| =

On peut réduire cette expression :

U, =

36 18 ’

nn+1) (2n+1 nn+1)(2n+4) nn+1)(n+2)
12 ( 3 H)_

Exercice 2 - Deux suites.
Partie 1

1. On constate que la suite (u,) est strictement positive, et puisque (u,) est définie comme un quotient, on peut
former le quotient “*** afin de le comparer avec 1. On a :

Un
3n+1
Un+1  ny1 n
=2 = .
Up, o n+1
Oronapourn=1que2n>=n+1et donc -2 > L > 1 cela prouve :
n+1 2 3

Un+1
VneN* —Fl s
Un,

et donc (uy)pen+ est strictement croissante.
2. On cherche N € N* tel que uy = A. Or on a
3N

uy = A = WZA(:) 3V > A xN.

Puisque la fonction In est croissante, et que sa réciproque exp l’est aussi, on a alors :
uy=>A < In(BY)>In(AxN) — NIn3>InA+InN.

Il ne semble pas possible de résoudre cette inéquation de maniére exacte, mais on peut utiliser 'indication de
I’énoncé :
InN <N
et donc
InN+InA<N+1InA

Ainsi, sion a N +In A < N 1n3, on a I'inégalité voulue. Cela a lieu dés que In A < N(In(3) — 1), et comme 3 > e,
onaln3d—1>0, et ce qui précéde cela est équivalent a

InA
= .
In3 -1
Si A €]0,1], cela a toujours lieu, tandis que si A > 1, on pose Ny = [lrll%f‘lJ + 1, qui est le premier entier
strictement plus grand que lrll‘;‘fl . D’aprés ce qui précéde on a bien

UN, = A.

3. Soit A > 0, d’apreés la question précédente, il existe un rang N4 € N* tels que uy, = A. Or la suite (up)nens
est croissante, donc on a
Vn = Na, up>un, = A

On a finalement démontré que
VA>0,ANseN,Vn>=n, u, = A.

Cela prouve que lim,,_, o Uy = +00.
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Partie 2
On commence par résoudre I’équation

1
{=—-0+1
2+

qui a pour unique solution £ = 2. On soustrait ensuite les deux équations suivantes :

1
Up+1 = iun +1

1

et on obtient
1
Up+1 — 2= §(Un - 2)

On forme ensuite la suite auxiliaire
Vp = Uy — L.

D’aprés ce qui précéde, on a donc

1
Un4+1 = ivna

et donc (v, )nen est une suite géométrique de raison %7 et de premier terme vy = ug — 2 = —2. On déduit que

1 1

VneN, wv,= —2(5)" =~
On déduit une forme explicite pour la suite (U, )pen* :
1
Up =Vp +2=2~— on1-

On déduit que

lim u, = 2.
n—+0o0

Exercice 3 - Une inégalité de puissances. Notons que les quantités en jeu sont bien définies pour tout z € R, et on

a par définition d’une puissance

2 2
VzeR, 27 <4 «— ® B2 ce?nd — 42102 < zIn4.

Orln4d =2In2, et In2 > 0, donc on peut tout diviser par In2, et on a

z2 T 2
2" <4” = 17 <2z = z(v—2)<0 = z€]0,2],

la derniére équivalence résultant d’une étude de signe standard.
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Exercice 4 - Autour de Arctan et exp.
Partie 1

1. Onapour zeR:

e -1 e *(1l—-¢€" 1—e"

f(*fﬂ): — = _( ):
eT+1 e *(l+e*) 1+e®

Cela prouve que f est impaire.

= —f(2).

2. La fonction f est continue et dérivable en tant que quotient de fonctions dérivables, dont le dénominateur ne
s’annule pas. On calcule la dérivée de f :

e?(e” +1) — (e —1)e” 2"

ek, fla)= (e +1)? NCE

Or la fonction exponentielle est strictement positive sur R, on a donc :
VeeR, f'(x)>0.

et donc la fonction f est strictement croissante.
On sait que lim e” = 0. Ainsi, la limite en —oo de f n’est pas une forme indertminée :

r——00
lm f(z)= = =1
i 1) = =L
Puisque la fonction est impaire, on déduit la limite en +o0 :
i, S0 =1
Remarque : On pouvait écrire
er+1-2 2
r)=—"——=1— ——,
1) et +1 et +1

et déduire que f est strictement croissante sans caluler la dérivée. Noter également que cette forme de f permet
un calul de dérivée plus rapide.

3. On sait que ’équation de la tangente a la courbe de f en 0 est

y = f'(0)(x —0) + £(0).

Or, en utilisant le calcul de dérivée précédent, on obtient

FO)=0 et f1(0) =

Ainsi I’équation de la tangente & la courbe de f en 0 est
y= -z

4. Introduisons la fonction différence D : R — R définie par

1

D(z) = 2%~ f(x).
On va montrer que D > 0 sur [0, +o0[ par une étude de fonction. On a d’aprés ce qui précede :
1 1 2¢e” (€® +1)% — 4e®
Dx)==—f(z)==— =
@) =3 = 7@ =3~ e 2(e” +1)2
Or
(e” 4+ 1) —4e® = e®™ +2e" + 1 —4e” = e** — 2" + 1 = (e” — 1)%

Ainsi, on a

Vx>0, D'(x)=0,

et donc la fonction D est croissante. Or D(0) = 0, et donc
VeeR,, D(z)=D(0)=0

= VreR,, f(z)<
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5. La fonction f est strictement croissante et continue sur R, d’aprés le théoréme de la bijection, elle est donc
bijective de R sur f(R). On a vu que

lim f(z)=-1 et lim f(z)=1

T—>—00 r——+00

On déduit que f(R) =] —1,1[, et donc f est bijective de R sur | — 1, 1[. Elle admet donc une fonction réciproque
71, définie sur | — 1, 1[. De plus, on a vu que f’ ne s’annule pas sur R, on déduit donc que f~! est dérivable
sur son ensemble de définition.

6. Pour déterminer explicitement f~!, on se donne y €] — 1, 1[, et on résout I'équation

y = f(x), d’inconnue x € R.

On a
e’ —1
y=f(z) = V=
— ("+1ly=e"—1
— "(y—1)=—-y—1
— ' = 1+y.
L—y
Or puisque y €] — 1,1[, on a % > 0, et donc :
1+y
= =In|{——]).
y=f(z) < = n(l—y)
Cela prouve que la fonction f~! vérifie :
1+
wel -1l 7 =n (1),
L—y
7. On a vu que que f(0) = 0, et donc f~1(0) = 0. Or on sait que
1 1 1

—1y/
VO mo T ro e

Notez que ’on pouvait aussi dériver la fonction f~! par sa forme explicite, et retrouver cette valeur.
Partie 2
1. La fonction Arctan est définie sur R, et f aussi, donc on peut définir la composée g : © — Arctan(f(x)) sur R.
2. En tant que composée de fonctions dérivables, la fonction g est dérivable, et on applique la formule donnant la

dérivée d’une composée :

fllx) 2e* _ 2e” et

I R e e e B G D CEE R DR

VeeR, ¢'(x)

3. La fonction Arctan est strictement croissante sur R, et on a vu que f I’est aussi, donc par composition de fonctions
strictement croissantes, g est strictement croissante sur R. On a de plus Arctan(l) = § et Arctan(—1) = —7F.
Or a vu que

lim f(z)=-1 et lim f(z)=1.

T——00 T—+00
Donc par composition de limites :
xli)rzloog(x) = Arctan(—1) = —% et mli)rfoog(x) = Arctan(—1) = %

4. D’aprés la question précédente, en utilisant le thoréme de la bijection, on constate que g est une bijection de R

sur | — 7, 5[, et donc, puisque § €] — 7, [, 'équation g(x) = § a une unique solution. Or on a
™
g(x) = % <= Arctan f(z) = 5

Or, par définition de la fonction Arctan, on a

Yy € R, V:re]—z,I

5 2[, Arctany = z < tan(z) = y.
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Ainsi, on a
Arctan f(z) = T — flz) = tan(%) =

On utilise alors la formule trouvée pour f=! :

1 1 1+%
fl@)=—= = z=f""(—=)=1In( )
V3 V3 l=5

1+ V3+1 (V3 +1)2

In( ) = In( )=ln< ) = 2In(v3+1) —In2.
1- % V3—1 (V3-1)(3+1)
Partie 3
1. Notons z¢ = Arctan £ + Arctan(—1). On sait que Arctan(—1) = —Z. De plus, comme 0 < %, on sait aussi que

0 < Arctan(3) < Z. En ajoutant Arctan(—1), on obtient

T 7r
4 4’
ce qui prouve bien que z €] — s g[

2. Toujours avec la notation zy = Arctan 3 + Arctan(—1), on calcule tan(zo) avec la formule d’addition de la

tangente
tana + tanb
t b)) = ——m—.
an(a +b) 1 —tanatanb
Cela nous donne .
5—1 —1/2 1
ta -2 -t -
nl) =TT 3 T 3

De plus d’aprés la question précédente, on a x¢ €] — 5, Z[. Or, comme on I’a déja rappelé

Vo E] - ga %[a Vy e R, tan($> =Y << T = Arctan(y).

On peut donc conclure que

1
xo = Arctan(—g).

3. Supposons que z soit une solution de I’équation (g). On a alors

e’ —1 - - e’ —1 - -
Arctam(egc m 1) = Arctan(e®) + Arctan(—2¢”) = i tan (Arctan(e®) + Arctan(—2e%)).

Or, toujours avec la formule d’addition :

T _ 9o z
tan (Arctan(e”) + Arctan(—2¢e")) = 1 _Za: < (6—269”) ! +6262"”'

Ainsi, si = est solution de (¢), on a

et —1 er

Tl 1gaeE (e” —1)(1 + 2e*%) = —e”(e” + 1)

e T +2% —1-2% = ¢ —¢

e 263 — ¥ 4 2" —1=0

4. 11 suffit de développer le membre de droite.
5. Puisque €2* + 1 # 0, on a d’aprés I'égalité précédente

1
263" —* £ 2" — 1 =0 = 6”3:5 — x:ln(i):—lnl

A ce stade, on a montré que
. 1
x est solution de (¢) = x =1In 3

Il faut maintenant vérifier que ln% est bien solution. C’est exactement la question 2.
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