PTSI - 2021-2022 Durée : 4H00

Concours blanc

Exercice 1 - . Soit ¢ la fonction définie sur C\{—i} par

z—1
241

p(2) =

1. Montrer que ¢ définit une bijection, en précisant ’ensemble d’arrivée.

2. Montrer que
z—1

-1 =1
zZ+1

z2ER =

3. Que vaut ¢(R), 'image directe de R par la fonction ¢ ?
Exercice 2 - . Soit u la fonction définie sur Ro[X ] par

wP)=XP"+P.

Montrer que u est linéaire.
Montrer que pour tout P € Ry[X], on a u(P) € Ry[X]. En déduire que u est un endomorphisme de Ro[X].
Donner la matrice de u dans la base canonique de Ry[X]. Déterminer u? et u?.

Montrer que u + Id est un isomorphisme de Ro[X], et en utilisant sa matrice, donner celle de (u + Id)~.

o Rr b=

Déduire une solution polynomiale de 1’équation différentielle
2y +y +y=u.

Exercice 3 - . Soit u la fonction de R? dans R3 définie par

1
u(xayvz) = §(y+z,y+z,y+z).

On admet que u est linéaire.

Donner la matrice de u dans B, la base canonique de R3.
Déterminer son noyau, son image et son rang.
Montrer que u est un projecteur de R3, c’est-a-dire qu’il vérifie u o u = w.

Soit la famille B’ = (f1, fa, f3), avec f; = (1,0,—=1), fo = (0,1,0) et f3 = (1,0, 1). Montrer que cette famille est
une base de R3.

b=

5. Déterminer la matrice de u lorsque R? est muni de la base 1
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