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DST 4
Corrigé

Aucun document n’est autorisé.

L’usage de toute calculatrice est interdit.

Vous êtes jugés sur le fond comme sur la forme : la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies. On veillera
notamment à soigner la présentation, à mettre en évidence les principaux résultats.

Exercice 1 - Calcul d’une intégrale.
1. Le polynôme t ÞÑ t2 ` 2t` 3 a un discriminant négatif, on le met donc sous sa forme canonique :

t2 ` 2t` 3 “ pt` 1q2 ´ 1` 3 “ pt` 1q2 ` 2.

On écrit alors :ˆ x 1

t2 ` 2t` 3
dt “

ˆ x 1

pt` 1q2 ` 2
dt “

ˆ x 1

2
`

1
2 pt` 2q2 ` 1

˘ dt “
1

2

ˆ x 1
1
2 pt` 1q2 ` 1

dt

On réalise le changement de variable u “ 1?
2
pt` 1q, de sorte que u2 “ 1

2 pt` 1q2. On a dt “
?
2 du, et donc

ˆ x 1

t2 ` 2t` 3
dt “

1

2

ˆ 1?
2
px`1q

?
2

u2 ` 1
du “

?
2

2
rArctanus

1?
2
px`1q

“
1
?
2
Arctan

ˆ

x` 1
?
2

˙

.

a. (i) La fonction f : x ÞÑ cosx ` sinx est continue sur les segment r0, π2 s, d’après le théorème des bornes
atteintes elle est bornée et elle atteint ses bornes, c’est-à-dire qu’elle possède un minimum et un maxi-
mum.

(ii) On a noté f : x ÞÑ cosx` sinx. On peut dériver, mais il est encore plus efficace de se souvenir que l’on
peut transformer cette fonction :

@x P r0,
π

2
s, fpxq “ r cospx´ ϕq.

On trouve r et ϕ avec les formules suivantes :

r “
a

12 ` 12 “
?
2 et

#

cosϕ “ 1?
2
“
?
2
2

sinϕ “ 1?
2
“
?
2
2

On peut prendre ϕ “ π
4 , et on a

@x P R, fpxq “
?
2 cospx´

π

4
q.

Il est alors direct que le minimum de f sur R vaut ´
?
2.

(iii) Puisque cos et sin sont positifs sur r0, π2 s, on a :

@x P R, 2` cosx` sinx ě 2,

et donc la fonction x ÞÑ 1
2`cos x`sin x est continue comme quotient de fonctions continues dont le

dénominateur ne s’annule pas. Ainsi, l’intégrale I est bien définie.
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b. Vu en cours et TD, puisqu’on vous donne les formules, le mieux est de partir de la fin et de mettre 1´t2

1`t2 et
2t

1`t2 au même dénominateur, en utilisant t “ sinp x2 q

cosp x2 q

c. Déjà, vérifions la validité du changement de variable. On a x P r0, π2 s ùñ
x
2 P r0,

π
4 s, et puisque tan est C 1

sur r0, π4 s, on peut effectuer le changement de variable associé à la fonction ϕ : x ÞÑ tanpx2 q, qui est bien C 1

sur r0, π2 s. On a de plus :
dt

dx
“

1

2
ˆ p1` tan2p

x

2
qq ðñ dx “

2 dt

1` t2
.

On effectue le changement de variable à l’aide de la question précédente, sans oublier les bornes :

I “

ˆ tanpπ4 q

0

1

2` 1´t2

1`t2 `
2t

1`t2

ˆ
2 dt

1` t2
“ 2

ˆ 1

0

1

t2 ` 2t` 3
dt.

On conclut avec la questions précédente :

I “ 2
“ 1
?
2
Arctan

ˆ

x` 1
?
2

˙

‰1

0
“
?
2pArctanp

3
?
2
q ´Arctanp

?
2qq.

Exercice 2 - Une égalité à l’ordre 2. Soit ra, bs un intervalle réel, et soit f : ra, bs Ñ R de classe C 2 sur ra, bs. On
souhaite démontrer une égalité, proche du TAF, mais à l’ordre 2 : on veut montrer que

Dc Psa, br, fpbq “ fpaq ` pb´ aqf 1paq `
pb´ aq2

2
f2pcq.

1. On a :

gApaq “ fpaq ` pb´ aqf 1paq `
pb´ aq2

2
A.

Ains, on a gApaq “ fpbq si et seulement si A “ 2
pb´aq2 pfpbq ´ fpaq ´ pb´ aqf

1paqq.

2. L’énoncé invite à utiliser le theorème de Rolle. On remarque gApbq “ fpbq, ainsi, par construction de A, on a

gApaq “ gApbq “ fpbq.

De plus, la fonction gA est de classe C 2 sur ra, bs car f l’est, elle vérifie donc les hypohèses du théorème de Rolle,
et donc :

Dx Psa, br, g1Apcq “ 0.

3. Il s’agit d’un simple calul de dérivée :

g1Apxq “ f 1pxq ´ f 1pxq ` pb´ xqf2pxq ´ pb´ xqA “ pb´ xqpf2pxq ´Aq.

4. Puisque b ă c, on a avec le question précédentes :

g1Apcq “ 0 ðñ pb´ cqpf2pcq ´Aq “ 0 ðñ f2pcq “ A.

5. L’égalité gApaq “ fpbq, combinée avec la question précédente, donne :

fpbq “ fpaq ` pb´ aqf 1paq `
pb´ aq2

2
f2pcq,

ce qui est bien le résultat annoncé.

Exercice 3 - Une équation différentielle d’ordre 1.
1. Fait en TD, on a avec une IPP

ˆ x

Arctan tdt “

ˆ x

1ˆArctan tdt
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“ xArctanx´

ˆ x t

1` t2
dt par IPP

“ xArctanx´
1

2

ˆ x 2t

1` t2
dt “ xArctanx´

1

2
ln |1` x2| car

ˆ
u1

u
“ ln |u|

“ xArctanx´
1

2
lnp1` x2q.

2. On commence par associer l’équation homogène :

y1 `
1

x
y “ 0.

Ses solutions sont
y0 : x ÞÑ λe´

´ x 1
t dt “

λ

x
, avec λ P R.

Maintenant, on cherche une particulière. Par superposition, on en cherche une sous la forme yp “ yp1 ` yp2 , où
yp1 est solution de particulière de

pE1q : y1 `
1

x
y “

Arctanx

x

et yp2 est solution de particulière de

pE2q : y1 `
1

x
y “

1

xex ` x
.

Dans les deux cas, on applique la méthode de la variation de la constante, en cherchant chaque solution parti-
culière sous la forme ypi : x ÞÑ

λipxq
x . Dans les deux cas, on a

y1pipxq `
1

x
ypipxq “

λ1ipxq

x
´
λipxq

x
`

1

x
ˆ
λipxq

x
“
λ1ipxq

x
.

Ainsi, yp1 est solution particulière de pE1q si et seulement si :

λ11pxq

x
“

Arctanx

x
ðñ λ11pxq “ Arctanx.

La question précédente fournie λ1pxq “ xArctanx´ 1
2 lnp1` x

2q puis

yp1pxq “
λ1pxq

x
“ Arctanpxq ´

lnp1` x2q

2x
.

De même, yp2 est solution particulière de pE2q si et seulement si :

λ12pxq

x
“

1

xex ` x
ðñ λ11pxq “

1

ex ` 1
.

Il reste à déterminer
´ x 1

et`1 dt, et ce n’est pas direct ! On réalise le changement u “ et, qui est bien de classe
C 1 sur R. On a rapidement que dt “ du

u , et donc :

ˆ x 1

et ` 1
dt “

ˆ ex 1

u` 1

du

u
“

ˆ ex 1

pu` 1qu
du.

Il s’agit d’une fraction rationnelle avec le dénominateur factorisé, on fait une décomposition en éléments simples
(on passe les détails) :

@u ą 0,
1

pu` 1qu
“

1

u
´

1

u` 1
.

Ainsi, on peut prendre

λ2pxq “

ˆ x 1

et ` 1
dt “

ˆ ex 1

u
´

1

u` 1
du “ ln |ex| ´ ln |ex ` 1| “ x´ lnpex ` 1q.

On conclut :
yp2pxq “

λ2pxq

x
“ 1´

lnpex ` 1q

x
.

On conclut par superposition : les solutions de l’équation initiale sont

x ÞÑ y0pxq ` yp1pxq ` yp2pxq “
λ

x
`Arctanpxq ´

lnp1` x2q

2x
` 1´

lnpex ` 1q

x
.
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3. Il est direct que

yp1q “ 0 ðñ λ “
ln 2

2
` lnpe` 1q ´

π

4
´ 1.

4. Traitons chaque terme séparément, en repérant les termes qui ont une limites. On a déjà

lim
xÑ0

Arctanpxq “ 0 car Arctan est continue en 0.

Le terme lnp1`x2
q

2x fait penser à un taux d’accroissement, et en effet :

lim
xÑ0

lnp1` x2q

2x
“ lim
xÑ0

x

2
ˆ

lnp1` x2q

x2
“ 0 car lim

XÑ0

lnp1`Xq

X
“ 1 pclassique avec un taux d’accroissementq.

Noter qu’on pouvait aussi faire un DL si on a déjà attaqué ce chapitre.
Ensuite, il est pertinent de regrouper les termes λ

x et ´ lnpex`1q
x , car ils peuvent se compenser. On a :

λ

x
´

lnpex ` 1q

x
“
λ´ lnpex ` 1q

x
.

Or on a
lim
xÑ0

pλ´ lnpex ` 1qq “ λ´ ln 2.

Ainsi :
• Si λ ą ln 2, on a λ´ ln 2 ă 0 et donc

lim
xÑ0

λ

x
´

lnpex ` 1q

x
“ ´8.

Par somme des différentes limites :
lim
xÑ0

ypxq “ ´8.

• Si λ ą ln 2, on a λ´ ln 2 ą 0 et donc

lim
xÑ0

λ

x
´

lnpex ` 1q

x
“ `8.

Par somme des différentes limites :
lim
xÑ0

ypxq “ `8.

• Si λ “ ln 2, on a une forme indeterminée. Mais il s’agit d’un taux d’accroissement, en effet, on pose
f : x ÞÑ lnpex ` 1q, de sorte que

lnp2q ´ lnpex ` 1q

x
“ ´

fpxq ´ fp0q

x

et donc, puisque f est dérivable en sur R, avec f 1pxq “ ex

ex`1 , on déduit

lim
xÑ0

lnp2q ´ lnpex ` 1q

x
“ ´f 1p0q “ ´

1

2
.

On pouvait aussi utiliser des DLs si on a vu ce chapitre.
En conclusion, par somme des différentes limites :

lim
xÑ0

ypxq “ 1´
1

2
“

1

2
.

Exercice 4 - Une équation différentielle d’ordre 2.

y2 ´ 5y1 ` 6y “ 0.

On associe l’équation caractéristique r2 ´ 5r ` 6 “ 0. Ses racines sont 2 et 3, ainsi les solutions homogènes sont

y0pxq “ λe2x ` µe3x, avec pλ, µq P R2.
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Par superpositon, on cherchons une solution yp1 de

y2 ´ 5y1 ` 6y “ x2

et une solution yp2 de
y2 ´ 5y1 ` 6y “ e2x

Pour la première, on cherche yp1 sous la forme d’un polynôme de degré 2 : yp1pxq “ ax2`b`c. On injecte, on identifie,
et les caculs conduisent à

yp1pxq “
x2

6
`

5

18
x`

19

108

Pour yp2 , on remarque que x ÞÑ e2x est solution de l’équation homogène (cas résonant), on doit donc monter en degré
et chercher yp2 sous la forme yp2pxq “ αxe2x. On injecte et on identifie, les calculs conduisent à α “ ´1, et donc

yp3pxq “ ´xe
2x.

D’après le théorème de superposition, les solutions sont

y : x ÞÑ y0pxq ` yp1pxq ` yp2pxq “ λe2x ` µe3x `
x2

6
`

5

18
x`

19

108
´ xe2x, avec pλ, µq P R2

Exercice 5 - Etude d’une fonction et d’une suite récurrente associée.
Soit f la fonction définie sur r0,`8r par

f : x ÞÑ

"

Arctanp 2x q si x ą 0
π
2 si x “ 0

.

1. a. On détermine la limite en 0, à droite. On a

lim
xÑ0`

Arctanp
2

x
q “ lim

XÑ`8
ArctanpXq “

π

2
.

Ainsi, on a limxÑ0` fpxq “ fp0q, et donc la fonction f est continue en 0.
b. Déjà, f est de classe C 1 sur s0,`8r en tant que composée. Il reste à montrer que f est dérivable en 0, et

que f 1 y est continue. On peut le faire à la main, mais le théorème de la limite de la dérivée permet d’avoir
le résultat rapidement. On a

@x ą 0, f 1pxq “
´ 2
x2

1` p 2x q
2
“ ´

2

x2 ` 4
.

Ainsi,

lim
xÑ0`

f 1pxq “ ´
1

2
,

Comme f est continue en 0, d’après le théorème de la limite de la dérivée, f est de classe C 1 sur r0,`8r,
et f 1p0q “ ´ 1

2 .
c. La fonction Arctan est croissante sur R et x ÞÑ 2

x est décroissante sur s0,`8r, ainsi, par composée, f est
décroissante sur s0,`8r, et donc sur r0,`8r puisqu’elle est continue en 0.
On pouvait bien sûr se servir de calcul de la dérivée.

d. Puisque f est déroissante et continue, on a à l’aide du TVI : fpr 12 , 2sq “ rfp2q, fp
1
2 qs (s’aider d’un tableau

de variation). Or on a

fp2q “ Arctanp1q “
π

4
ą

3

4
ą

1

2
et fp

1

2
q “ Arctanp4q ă

π

2
ă

4

2
“ 2 car Arctan est à valeurs dans s´

π

2
,
π

2
r.

Ainsi, fpr 12 , 2sq Ă r
1
2 , 2s.

e. Il est direct que la fonction g est décroissante, comme somme de fonction décroissantes. De plus, gp 12 q “
fp 12 q ´

1
2 ě 0 et gp2q “ fp2q ´ 2 ď 0, où on a utilisé la question précédente. D’après le TVI, la fonction g

s’annule sur r 12 , 2s :
D` P r 12 , 2s, gp`q “ 0 ðñ fp`q “ `.

2. On considère la suite punq définie par

@n P N :

"

un`1 “ fpunq
u0 “

1
2

.
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a. On a montré à la Q51d) que l’intervalle r 12 , 2s est stable par f , on déduit le résultat par récurrence directe.
b. Il vaut mieux l’avoir déjà vu, c’est une application direct de l’IAF : on a |un`1 ´ `| “ |fpunq ´ fp`q|. On

cherche à majorer |f 1| sur r 12 , 2s. On a trouvé que |f 1pxq| “ | 2
x2`4 | “

2
x2`4 . Cette fonction étant décroissante

sur r 12 , 2s, on a :

@x P r 12 , 2s, |f 1pxq| “
2

x2 ` 4
ď

2

p 12 q
2 ` 4

“
8

17
.

Ainsi, par application de l’IAF :

|un`1 ´ `| “ |fpunq ´ fp`q| ď
8

17
|un ´ `|.

c. Par une récurrence standard, on montre :

@n P N, |un ´ `|p
8

17
qn|u0 ´ `|.

Or, u0 “ 1
2 , et puisque ` P r

1
2 , 2s, on a |u0 ´ `| ď 2´ 1

2 “
3
2 . On déduit l’inégalité demandée.

d. Puisque ´1 ă 8
17 ă 1, on a limnÑ`8p

8
17 q

n “ 0. Par encadrement, la suite punq converge vers `.
Exercice 6 - Un système linéaire.

1. Après échelonnement (on passe les détails), le système devient :
$

&

%

x´ 3y ` 7z “ a
y ´ 2z “ ´a

5 `
b
5

0 “ ´2a´ 5b` c

Ainsi, si ´2a´ 5b` c ‰ 0, le système est incompatible, et n’admet pas de solutions.
Si ´2a´ 5b` c “ 0, il en admet une infinité.

2. On reprend le système obtenu à la question précédente :
$

&

%

x´ 3y ` 7z “ 0
y ´ 2z “ 0

0 “ 0

On exprime par exemple x et y en fonction de z : le système est équivalent à
"

x “ ´z
y “ 2z

L’ensemble des solutions est S “ tp´z, 2z, zq, z P Ru, c’est la droite de vecteur directeur p´1, 2, 1q.
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