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DST 1
Corrigé

Exercice 1 - Une somme de sinusoides.  Vu en cours avec la technique de I’angle moitié. On écrit
sinp + sing = Im(e?) + Im(e'?) = Im(e” + €').

On cherche a factoriser cette somme d’exponentielle avec la technique de ’angle moitié :

pta , ;p—q ; —pta

T (T 4eT2)
—4q

e’ + 'l =¢'

) d’aprés la formule d’Euler

+q .. P+ —
= 2(cos 4 isin %) x cos 214
On a donc : .
Im(e” + ¢') = 2sin 274 cos 2 5 q,

ce qui prouve la formule.

Exercice 2 - Une somme de sinusoides.

1. On transforme la fonction : on cherche r > 0 et ¢ € R tels que
Ve eR, f(z)=rcos(x— ).
On sait que 7 = v/12 + 12 = v/2, puis on a

VeeR, f(z)= ﬁ(?cosx + gsinx) = V/2cos(z — g)

2. On utilise la question Q1 :

7r T i 7r
f(x)=0<:>\@cos(m—z)=0(:>m—zzi [27] ou To g =g [27]
3 0
= o= [27r] ou r=-7 [27]

Finalement, I’ensemble des solutions est
3
S = {Z7r +2kmi ke Z} U {—Z + 2%kmi k € Z}.

On peut noter que les conditions ci-dessus se réecrivent z — 5 = % [r], et donc S = {3F + km, k € Z}.

3. On proceéde comme ci-dessus :
f(z) >0 < +v2cos(z — %) >0
T T
— ) + 2k <x — 1 < 5 + 2kw, avec k € Z par lecture du cercle

— —%+2k7r<x<%r+2k7r, avec k € Z

Il faut maintenant trouver les solutions qui sont dans l'intervalle [0, 27] :
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e Quand k = 0, on a l'intervalle de solutions | — T, 2T, celles qui sont dans [0, 27] sont | — %, 2% [[0, 27] =
[0, 27 [-
o %uand]k = 1, on a lintervalle de solutions | 2%, LT[ celles qui sont dans [0,27] sont ]ZF, LT[~ [0,27] =
. 2m|.
4

o Pour les autres valeurs de k, on n’est plus dans lintervalle [0, 27].
Au final, les solutions de I'inéquation f(z) > 0 sur [0,27] sont [0, 2 [U] X, 27]
4. On se sert encore de la formule :

VzeR, f(z)=+/2cos(z — g).

Or on a -
VreR, -1 <cos(xfz) < 1.

On déduit le résultat en mutipliant par /2.
5. Soit a € R, on s’intéresse a I’équation f(z) = a, d’inconnue z € [0, 27].
a. D’aprés la question précédente, si a ¢ [—+/2,1/2], 'équation n’a pas de solution.
b. Sia¢[-v/2,v/2], on a déja répondu : I'équation n’a pas de solution. Si a = ++/2, on est amené & résoudre

les équations cos(x — ) = 1 et cos(z — ) = —1, qui n’ont chacune qu'une seule solution dans l'intervalle
[0, 27[, & savoir z = Z et x = 2F.

Le dernier cas est celui ol a €] — 1/2,4/2[, on a alors —1 < % < 1. On doit alors résoudre ’équation

cos(z — %) —d avecd = —— €] —1,1].

V2

Par lecture du cercle, I’équation a exactement deux solutions dans n’importe quel intervalle de longueur 2.

Reédigeons-le : par lecture du cercle, 'équation cos(y) = a’ a exactement deux solutions dans un intervalle
paramétrant le cercle, c’est-a-dire de longueur 27, en particulier dans l'intervalle [7, %’T[, notons les y; et

y2. Alors, les solutions de I'équations cos(x — %) = a’ dans I'intervalle [0, 27] sont exactement 1 = y1 + §
et x2 =y2 + §.

6. Soit la fonction ¢ : & — cosx x e~ sur lintervalle [0, 27].
a. La fonction g est clairement dérivable sur R, et on a
VreR, ¢'(z)=—(cosz+sinz)e ™ =—f(z)e ".
L’équation de la tangente en 0 est
y=9(0)+(z—0)g'(0) =1 -z
b. Comme on vient de le voir, on a
Vo e Ra gl(x) = 7f(z)€7$7
et donc, puisque e~ > 0, la dérivée ¢’ est du signe de —f. On se sert des questions précédentes :
o Sur [0,2%[ et sur |Z%,27], on a f > 0 et donc ¢’ < 0.
3n 7w

e Ailleurs, c’est-a-dire sur |5, 7f[, on a f < 0 et donc f’ > 0.

On déduit facilement le tableau de variation de g :
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x 0 ?ﬂf %’r 2T
g (x) — 0 + 0 -
1 I
9() T~ . T~
-T 4
_P\/i e 2

Remarque : un physicien dit que “les variations de la fonction pseudo-périodique amortie = — cosz x e~

sont déphasées de 7 par rapport aux variations du cosinus”.

Exercice 3 - Une primitive et une ipp.

1. On écrit : ) .
x cos(z?) = 3 % 2z cos(z?) = iu’(x) cos(u(z)) avec u(x) = z°.

On reconnait la dérivée de sinu. On déduit :

/w tcos(t?) dt = %Sin(u(x)) = 1sin(acQ).

2. On écrit 22 cos(z?) = 22 x zcos(z?). Comme les fonctions # — 22 et 2 +— zcos(x?) sont C!, on fait une

intégration par parties, en utilisant la question précédente.
/ t3 cos(t?) dt = /t2 x tcos(t?) dt = [t x 3 sin(t?)]* — / 2t x 3 sin(t?) dt = 5952 sin(z?) — / tsin(t?) dt.
Cette derniére se calcule comme a la question précédente :
* 1 [* 1
/ tsin(t?) dt = 5/ 2t sin(t?) dt = ~5 cos(z?).

Finalement : . )
/ t3 cos(t?) dt = 5( 2 sin(2?) + cos(z?))

Exercice 4 - Deux calculs de cos 1—”2

1. a. On met au méme dénominateur : T—-5=1s5
b. Avec une formule d’addition :
(ﬂ') (7r 7r> s 7T+,7T,7T \/ix\/g-i-\/ixl \/€+\/§
cos(—) =cos(— — =) =cos—cos— +sin—sin— = — X — + — X = =
12 4 6 4 6 4 6 2 2 2 2 4

: _ 6—6+/3i
2. Soit z = > =

a. On utilise la méthode du conjugué :
L _6- 6v3i (6 —64/3i) x (4+4i)  24(1 ++/3) +24(1 — /3)i

440 (A—4di)x(4+4) FERT) :%(1+\/§+(1—x/§)i):Z(1+x/§+(1—\/§)i)

b. On travaille séparément sur le numérateur et le dénominateur :
6 —6+/3i = 6(1 —iv/3) = 1275 aprés calculs standard |

et
4—4i=4(1-1i) = 4v/2e7%  aprés calculs standard.

On fait le quotient :

12675 32 _imix 3W2 .
- = e 3 4 = ——e 12
442745 2 2
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c. D’aprés la question précédente :

_3\/56 342 T T _3\@ T
= v ove

5 (cos—ﬁ—i-isin—ﬁ)f 5 (cosﬁ—isin%L

o
v

z

et donc, par unicité de la forme algébrique, d’aprés la question 2a :

3W2 w3 T 1443 V2+46
NV os — = S(1+4/3 - = .
5 €057 4( +\f)<=>c0812 WG 1

Exercice 5 - Une équation différentielle d’ordre 1.

1. On veut résoudre
y(@) —dy(w) = o + . 1)

On associe ’équation homogéne :
y'(z) — 4y(x) = 0.

On la résout : ses solutions sont les fonctions
yo(x) = Xe'®,  avec A e R.

On cherche maintenant une solution particuliére. On procéde en deux temps : on cherche séparément des solutions
particuliéres y,, et y,, aux équations différentielles

Y(@) —dy(@) =z et y(x) - dy(z) = .
Pour la premiére, on cherche y,, sous la forme y,, () = ax + b. On injecte, on a
VeeR, y,, (z) -4y, (v) =2 < Vo eR, a—4(ax+b) =2z
> VzeR, —dar+ (a—4b) =1z

—4da=1 . . . .
— { a—dp—o bar identification des coefficients
1 ¢ b 1
= a=-—- ¢ =——.
4 16
Ainsi, on obtient y,, (z) = =3z — {5.

On cherche maintenant y,, sous la forme y,,(x) = ce™*. On procéde de méme et on trouve y,,(x) = —
Par superposition des solutions particliéres, une solution de ’équation différentielle est

11 1,
Yp() = Yp, (x) + yp, () = 17716 5
Par superposition, ’ensemble des solutions est
. 1 1 1 _,
{z > yo(2) + yp(x) = Ne* “ 1165 A e R}

2. Soit y une solution de . On utilise la question précédente : on a

11 101
1 Ao —— 21 A= —
y(0) =1 — 16 5 = 80

Finalement, il y a une unique fonction qui répond a la question :

01, 1 1 1

S e T

Exercice 6 - Une équation différentielle d’ordre 2. On associe I’équation homogéne :

y' (@) + dy(x) = 0.

N. Popoff, S. Scotto Page 4/@ Lycée les Eucalyptus


https://www.lycee-eucalyptus.fr/

PTSI - 2023-2024 Durée : 3h

L’équation caractéristique est 72 + 4 = 0. Son discriminant est A = —16 < 0, et les racines (complexes) sont 71 = 2i
et ro = —2i. L’équation homogéne a donc pour solutions :

yo(x) = (peos(2z) 4+ Asin(2z))e?* = (pcos(2z) + Asin(2x)), avec (A, u) € R2
On cherche maintenant une solution particuliére, sous la forme y, : x — Az cos 2z + Bz sin2z. On a
y,(x) = Acos2x — 2Axsin 2z + Bsin 2z + 2Bx cos 2
et donc

Yy (x) = —2Asin 2z — 2A(sin 2z + 2 cos 2x) + 2B cos 2z + 2B(cos 2z — 2 sin 2x)
= 4B cos2x — 4Asin 2o — 4Ax cos 2x — 4Bxsin 2x = 4B cos 2z — 4Asin 2z — 4y, (x)

Ainsi, y, est solution si et seulement si
Yy () + dyp(x) = cos 2z —sin 2z < 4B cos 2z — 4Asin 2z = cos 2z — sin 2,

et une condition suffisante est I'identification des coefficients :

4B =1 1
{—414——1 (E)A:B:Z.

Ainsi, une solution particuliére est donnée par
1 .
yp(x) = Zx(cos 2x + sin 2z).
D’aprés le théoréme de superposition, ’ensemble des solutions est

1
{x — Acos2z + psin2x + zm(cos 22 +sin 2z), (X, u) € R?}.

Exercice 7 - Des lieux géométriques.

1. On s’intéresse aux solutions de ’équation |z — i| = |z — 1 + 4|, d’inconnue z € C.

a. On introduit les points A = (0,1) et B = (1, —1), d’affixe respectives a =i et b =1 —4, on a alors
|z—i|=]z—141i] < |z—a|=|2—b] < AM = BM.

Ainsi, 'ensemble des points cherchés forment la médiatrice du segment [A, B].

b. On écrit z = z + iy. On a alors :

lz—i=]z—1+i] < |z +@wy—1)i| =]z —1+i(y+1)]
= |+ (y—1i> = |z —1+i(y+1)]* car tout est positif.
= 2+ (y—1)2=(@-1)>+(@y+1)?
—= P+’ -2y+l=a-20+1+y* +2y+1
— 4dy=2x-1
11

— Tr— -

YTt
On retrouve bien ’équation d’une droite. On peut vérifier facilement qu’elle passe par le milieu de [A, B]
et qu’elle est perpendiculaire au segment [A, B] en montrant qu’un vecteur directeur est perpendiculaire a

AB.

2. On veut faire apparaitre une quantité de la forme |z — a| pour un a € C fixé, mais le facteur parasite (1 + ¢) doit
étre traité. On le met en facteur :

)= +ie- 200

(1+d)z—3=(1+1i)(z—
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Ainsi, on a :

[(1+49)z—-3]=1 < |1+ x|z — =1 <= V2x|z2—

3(124) 3(124)‘ L1 e

Ainsi, on pose a = %(1 —i), et A= (%, f%) le point associé. On note aussi M I'image de z, alors on a
A4z =3[ =1 = |z —al = o > AM =
)z—3l=1 < |z—a|]=— = =,
V2 V2

ainsi ’ensemble des solutions forme le cercle de centre A et de rayon %
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