PTSI - 2022-2023 Durée : 4h

DST 5

Aucun document n’est autorisé.
L’usage de toute calculatrice est interdit.

Vous étes jugés sur le fond comme sur la forme : la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans D’appréciation des copies. On veillera
notamment a soigner la présentation, & mettre en évidence les principaux résultats.

Ce sujet comporte [7] pages et 5 exercices indépendants.

Exercice 1 - Deux techniques pour les puissances de matrice.

1. La marice M se décompose sous la forme

01 3
M=2I3+N avec N=|0 0 -1 triangulaire stricte,
0 0 O
c’est une forme vue en cours. On calcule les puissances de N :
0 0 -1
N2 =10 0 0|, et Vk=3NF=o.
0 0 O

On a 2I3 x N = N x 213, donc les deux matrices 2I3 et N commutent. On peut appliquer le binéme de Newton :

onapourn=2:
(213 + N)" Z < >N’f (2I3)"F = Z ( >2” kK

Or N¥ =0si k > 3, ainsi on a

2
g n _ n n—k nrk _ on pr0 n n—1 n n—2 nr2
(213 + N)" = ) <k)2 Nk =2nNO 4 (1>2 N+ (2>2 N

k=0
— 271,[3 4 nzn—lN + n(n B 1) 2n—2N2
2
on nXanl anXanl_@X?ﬂfQ
=10 2m —n x 2n~1
0 0 2m

2. a. On applique une méthode du cours, comme par exemple la méthode du pivot, et on obtient que P est
inversible, et que

0 1 0
Pt= 0 -1 1
-1 2 -1
9 0 0
b. Aprés un calcul de produit matriciel, on obtient P~1AP = | 0 3 0 | Cette matrice, notée D, est bien
0 0 3

diagonale.
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c. Commengons par noter que
P 'AP=D «— A=PDP L.

Montrons par récurrence sur n € N la propriété P, : A» = PD"P~1.
Initialisation : Pour n = 0, on a PD°P~! = PI3P~! = PP~! = I3 = A°, la propriété est donc vraie.
Heérédité : Soit n € N supposons que P, est vraie, c’est-a-dire que

A" = PD"PL.
On a alors
A"l = Ax A" = (PDP™') x (PD"P~') = PD(P~'P)D"P~! = PDD"P~ ' = PD" "' P!

ce qui prouve que la propriété est vraie au rang n + 1.
On conclut par principe de récurrence.

d. Il est facile de calculer les puissances d’une matrice diagonale :

" 0 0
VneN, D=0 3" 0
0 0 3"

On déduit A™ de la formule A = PD"P~! ainsi que du calcul de P! :

Exercice 2 - Un systéme a paramétres.
1. a. On pose
1 m?+m—2 m2 —1
Ap=1-3 m?+m-2 0
-1 3(m*+m—2) 3(m?-1)

b. On applique la méthode. Surtout ne jamais développers les expressions, et garder les termes du type m? +
m—2etm?—1!
On trouve que A,, est inversible si et seulement si m? +m — 2 # 0 et m?2 — 1 # 0, donc si et seulement si
m ¢ {1,—1,—2}, et on a alors

3 1
: : :
A_l o 1 _ 3
m 4(m2+ng2) m2+771172 4(m21+m72)
T m2-1 T m2-1 m2—1

c. Lorsque la matrice A,, est inversible, on obtient

3 0 1
a . 1, 2m —5
A, X =B, << X, = A;Lle = | Tn?+m—2) mZtm—2  A(mZ+tm-2) 3m? —9m + 15
- m2271 - m2171 m2171 3m3 —3m+3

soit aprés calculs :
—%(7;13 —3m + 6)
m+1

autrement dit I'ensemble des solutions du systéme est S = {—3(m® — 3m + 6, 2(m — 1)), ﬁ}

2. Pour les autres valeurs de m, on renvoit a la correction proposée par M. Scotto dans le DS 4 de PTSII.

Exercice 3 - DL et équivalents.
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1. On commence par mettre au méme dénominateur :
1 1 sin? z — z2

22 sin’z 22sin? z

On va faire des DL de sin? z en 0. On sait que ce DL va commencer par z2, donc pour étudier sin? z — 22, on va

a l'ordre non nul suivant. On a, en O :

2 o’ 3 2 a? 2 2 a? 2 A 4
sin xz(x—FJro(z )? = (17€+0(x2)) =z (17§+0(x ) =2 —EJro(:z: ).
Ainsi,
4
sin? —z? = -3 + o(x?),

et on a de plus :

2?sin? x = 2%(2? + o(2?)) = x* + o(z?),

ainsi, on injectant ces DLs :

1@ 1 sin? z — 22 _ —%4 + o(z*) _ —% +o(1)
2 sinz 22 sin? x x4 + o(z4) 1+o0(1)
et donc
I 1 1 1
1 R =
2—0 22 sin?x 3

2. Soit la fonction définie sur |0, +oo[ par

a. On sait que e — 1 ~ wu et donc

u—0
1—e™™ ~
z—0
puis en faisant le quotient :
1
f(l’) w:O 212
b. 1l est clair que
1
f(m) 224:;»00 x3/2’

en effet il suffit de faire le quotient et de vérifier que la limite vaut 1.

a. Ceux qui ont oublié la formule pour tan(a + b) peuvent appliquer Taylor-Young a 'ordre 3, mais s’exposent
a des calcul lourds de dérivée. Autrement, on a, en 0 :

tan 7 +tanz 1+ tanz 1+ a4+ 2% + o(z?)

tan(% +1x) =

l—tanZtanz 1—tanz 1—z— 2% + o(z3)
Or on a
1

11—z — 323 + o(a?)

1 1 1 4
=14 (x+ §x3) —(z+ §x3)2 + (z + §x3)3 +o(@®) =14z +a2*+ gms + o(x?)

soit par produit
™ L 3 3 2, 4 3 3 2, 8 3 3
tan(z+x) = (1+x+§x +o(x’)1l+z+x +§x +o(z®)) =1+ 2x+ 2z —I—gx + o(x?)
b. On écrit
In(an(T + )
Uy = exp [ nln(tan(— + —) | .
P 4 n
Or, d’aprés la question précédente :

™ 1 2 2 8 1
Inftan(y + 7)) =, (4 24 05+ 505 +o(GE)
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De plus, on a

1 1
In(1 + w) =, U §u2 + gug + o(u?).

Ainsi,
2 2 8 1,2 2 8 1.2 2 1
In(tan(5 + ~)) = = =(= 2r (G + S+ )P o5
n(tan( n) not+on  n?2  3nd 2(n n? 3n3) * S(n n? * 3n3) 0(n3)
2 4 + of 1 )
= —+-—+o0
notwon  3nd ns3
puis
T 1 4 1
nln(tan(z + ﬁ)) et 2+ 3.2 + O(ﬁ)
et en prenant l’exponentielle :
4 1 2 A oyo(L) 9 5  4e? 1
Un = exp(2 + 32 + O(ﬁ)) =t = e (1+ 3.2 +o(—))=¢e"+ 3.2 + O(E)

ol on a utilisé e” = 142+ o(x).
xr—
. Pour n € N, on définit la fonction f,, : R — R par f,(z) = 2° + nx — 1. Il est direct que cette fonction est
continue et strictement croissante, et que f(R) = R (par calcul des limites). Ainsi, la fonction f, est une
bijection de R sur R, et ’équation
fn(x) =0,
d’inconnue z € R, posséde une unique solution. On la note wu,,.

. Ona

fn(0)=-1<0
t

donc si on avait u,, < 0, par croissance, on aurait 0 < f,,(0) = —1, aburde. D’ot1 0 < u,,. On a alors d’aprés
I’équation définissant wu,, :

3
u, +nu, —1=0 <= u, =

3 | &

S|
S|

Cela prouve que

1
0<up, < —.
n
D’aprés le théoréme d’encadrement, on déduit que

lim wu, =0.
n—+00

. On déduit la relation de I’équation définissant u,, :

Or on a

3
. u
nliToo“" =0 <= u, =0(l) = ud =0(1) = ;" =o(—)

On déduit, lorsque n — +o0 :

(i) Cela donne

yn | 1
ﬁ-kﬁﬂ—nyn:()

1 1 2
Wnt+ =) 4nlyn+-)—1=0 < y3+3%2 43
n n n
(i) L’idée est maintenant de voir quels sont les termes qui dominent et quels sont les termes que 1’on peut

négliger. D’apreés la question précédente, on a y, = o(%) et donc :

2
3 Y Yn 1
Yn + 350 303 = o(05);
et donc
1 1 1
Yn == 3 +0($) = Yn=——3 +0(ﬁ)
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(iii) Puisque y, = u, — =, on a

n?

Exercice 4 - Allure locale d’une fonction.

1. a. Par somme de fonctions croissantes, la fonction h : z — 223 + 2x est croissante sur R. Ainsi, on a

1 1 1
Vo> =2, h(@) > h(-7) = 55 -

= -1
4 32

N =

b. On doit jusfifier que la quantité sous la racine est positive sur [—%, +0o0[. On a d’apreés la question précédente :

1
V:r)—i, et + 23 422+ 2 +122t +22 >0

2. Voir cours, on applique la formule de Taylor-Young.
3. On peut calculer la dérivée, mais un DL est tellement plus efficace. On sait que

1
Vitu = (1+u)1/2=1+§u+o(u)

u—0

et donc, puisque
lir%x4+2x3+2x2+2x:0
z—

onaen0 1
flo) = 1+ 5" +20° +20° + 22) + o(z) = 1+ 2+ o(x)

Tr—>
Ainsi, I’équation de la tangente en 0 est y = 1 + .

4. On effectue un DL a lordre supérieur. On a, en utilisant (voir Q2)

1 1
Vit u =01+7u—7u2+o(u2)

u—> 2 8
que
f(z) o 1+ %(w4 + 22 + 222 + 22) — é(ﬁ + 22 + 222 + 22)% + o(2?) — 22
Or
(z* + 223 + 22° + 22)? = 42? + o(2?)
et donc

flz)=1+2z— %:cz + o(x?).
On déduit que
1
fl@) ~ (L4 2) ~ — 5o

Ce qui prouve que z — f(z) — (1 + ) est négative dans un voisinage de 0, et donc que € est en dessous de sa
tangente dans un voisinage de 0.

5. Mettons en facteur le terme dominant dans la racine : on a

2 2 2 1 5
f(x)—\/x4(1+x+x2+xg+x4)—x

2 2 2 1
— 22 2

Or on a
. 2 2 2 1
lim —+—5+—=+—=0
z—>+oox  x2 13 x

et donc en réutilisant le DL de v/1 +u en O :

1.2 2 2 1 1 2 1 1
— 2 2 2
f(l’)f.’ﬂ <1+2(aj+372+x3+$4)_8(x++m3+x4) +0(x2)>—.’£
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1 1 1
— 2 2
=T <1+x+2x2+0(x2)>—1'

1
:.’E+§+0(1)

Cela prouve que %5 admet pour asymptote oblique au voisinae de +0 la droite d’équation y = = + %

Exercice 5 - Espaces vectoriels.

1. Montrer que les sous-ensembles suivants sous des sous-espaces vectoriels, et en donner une famille génératrice.

a. On a
T+y+2=0 = r=-y—=z

et donc
F={(—y—2zuy,2),(y,2) e R*} = {y(—1,1,0) + 2(—1,0,1), (y, 2) € R?} = Vect((—1,1,0), (—1,0,1)).

Cela prouve que F est un sous-espace vectoriel de F, et que la famille ((—1,1,0),(—1,0,1)) en est une
famille génératrice.

De plus, les deux vecteurs (—1,1,0) et (—1,0,1) étant non colinéaires, la famille ((—1,1,0),(—1,0,1)) est
libre, et c’est donc une base de F.

b. On applique un pivot au systéme (une seule étape suffit ici) :

r+y+22—t=0 r+2y+z—t=0 T=3z+1
r—y—22—1=0 " LoeLo—1, —2y—4z =0 y=—2z

Ainsi,
F ={(32+t,—22,2,1), (2,t) e R*} = {2(3,-2,1,0)+%(1,0,0,1), (2,t) € R*} = Vect((3,-2,1,0),(1,0,0,1))

Cela prouve que F' est un sous-espace vectoriel de F, et pour les mémes raisons que ci-dessus, la famille
(3,—2,1,0),(1,0,0,1) en est une base.

c. Voir cours. Cet ensemble, noté F', s’écrit comme
F = Vect(EH, Elg, E22)

ou E;; désigne la matrice élémentaire ayant un coefficient 1 en place (7,7) et des 0 ailleurs.
d. Soit P € E, que l'on écrit P = aX? + bX + ¢, alors on a

PeF < 2a+b=0 < b=-2a
Ainsi,
F ={aX?—-2aX + ¢, (a,c) e R?} = {a(X? - 2X) + ¢, (a,c) € R*} = Vect(X? — 2X,1)

Cela prouve que F' est un sous-espace vectoriel de F, et pour les mémes raisons que ci-dessus, la famille
(X2 —2X,1) en est une base.

2. Notons F cet ensemble. Il s’agit d’une sous-ensemble de ’espace vectoriel E = RR des fonctions de R dans R.
De plus,

e La fonction nulle 0 est paire.

e Soient f et g dans F, ainsi que (), u) € R?, alors

(Af + pg)(=z) = M (=2) + pg(—x) = Af(x) + pg(z) = (Af + pg) (),

ce qui prouve que (A\f + ug) € F. Ainsi F est stable par combinaison linéaire.
Ces deux points prouvent que F' est un sous-espace vectoriel de F, c’est en particulier un espace vectoriel.

3. a. Cette famille de polynomes est de degrés échelonnés, elle est donc libre.
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b. La famille n’est pas de degrés échelonnés. On montre donc & la main qu’elle est libre. Soit (o, 3,7) € R?
tels que

X2+ X)+B(X2+ 1) +y(X +1)=0.

On a alors
(a+BX*+(a+)X+B+7=0

Or un polynéme est nul si et seulement si ses coeflicients le sont, on a donc

a+pB=0
a+v=0
B+v=0

Une résolution rapide de ce systéme conduit & a = f =y = 0, et donc la famille est libre.
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