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Exercice 1 :  (6 points)  

On considère les trois suites réelles définies par : 

{

𝑥𝑛+1 = 2𝑥𝑛 + 3𝑦𝑛 + 4𝑧𝑛

𝑦𝑛+1 =              2𝑦𝑛 + 5𝑧𝑛

𝑧𝑛+1 =                           2𝑧𝑛

, ∀𝑛 ∈ ℕ 

 

Soient 𝑛 ∈ ℕ et 𝑋𝑛 = (

𝑥𝑛

𝑦𝑛

𝑧𝑛

). 

1) Traduire le problème sous forme matricielle, par la relation 𝑋𝑛+1 = 𝐴𝑋𝑛 où 𝐴 est une matrice de ℳ3(ℝ)  dont on 

déterminera les coefficients. 

2) Montrer par récurrence que : ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑋𝑛 = 𝐴𝑛𝑋0. 

3) Déterminer pour tout entier naturel 𝑛, la matrice 𝐴𝑛. 

4) En déduire l’expression de 𝑋𝑛. 

 

Exercice 2 : (14 points)  

Partie I :    (3 points) 

Soit la fonction définie sur ℝ∗ par : ∀𝑥 ∈ ℝ∗, 𝑓(𝑥) =
Arctan(𝑥)

𝑥
  

1) Etudier la parité de la fonction 𝑓. 

2) Montrer que : 

 

∀𝑥 ∈ [0 ; +∞[ ,
𝑥

1 + 𝑥2
≤ Arctan (𝑥) ≤ 𝑥 

3) En déduire que la fonction 𝑓 est prolongeable par continuité en 0 par une valeur que l’on précisera. 

 

Partie II :    (6 points) 

Soit la fonction 𝑔 définie sur ℝ+ par : 𝑔(𝑥) = {
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)

𝑥
 𝑠𝑖 𝑥 > 0

         1        𝑠𝑖 𝑥 = 0  
 . 

 

1) Dériver la fonction 𝑔 sur ℝ+
∗ . 

2) En utilisant le résultat de la question Q.I.2, en déduire les variations de 𝑔. 

3) En déduire que 𝑔 réalise une bijection de ℝ+ dans un ensemble 𝐽 à préciser. 

4) Justifier que 𝑔−1 est dérivable sur ]0 ; 1[. 

5) Déterminer une équation de la tangente à la courbe de 𝑔−1 au point d’abscisse 
𝜋

4
. 

 

Partie III :    (5 points) 

Soit 𝐺 ∶  𝑥 ⟼ ∫ 𝑔(t)𝑑𝑡
𝑥

0

 

1) Montrer que 𝐺 est croissante sur ℝ+. 

2) En utilisant la question Q.II.2, montrer que : 
𝜋

3
 ≤ 𝐺(√3) ≤ √3 

3) Montrer que : ∀ 𝑥 ∈ [√3 ; +∞[ ,
1

𝑥
≤

Arctan(𝑥)

𝑥
 

4) En utilisant les questions III.2-III.3 et la relation de Chasles, montrer que : 

∀ 𝑥 ∈ [√3 ; +∞[ ,
𝜋

3
+ ln (

𝑥

√3
) ≤ G(𝑥) 

5) Déterminer la limite de G(𝑥) quand 𝑥 tend vers +∞. 


