
PTSI - 2024–2025 Durée : 4h

DST 2

Aucun document n’est autorisé.

L’usage de toute calculatrice est interdit.

Vous êtes jugés sur le fond comme sur la forme : la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies. On veillera
notamment à soigner la présentation, à mettre en évidence les principaux résultats.

Exercice 1 - Une étude de fonction.
Les deux parties sont indépendantes.

1. Soit f : x ÞÑ ´
?
x3 ´ 1.

a. Déterminer l’ensemble de définition de f .
b. Justifier que f est dérivable sur s1,`8r.
c. Dresser le tableau de variations de f .
d. Montrer que f définit une bijection, en précisant avec soin les ensembles de départ et d’arrivée.
e. Déterminer une expression pour f´1.

2. Soit g : x ÞÑ ´
?
ex ` x3 ´ 1.

a. En étudiant une fonction, montrer que :

ex ` x3 ´ 1 ě 0 ðñ x ě 0.

b. En déduire que g est bien définie sur R`.
c. Donner sans calculs (mais en justifiant !) les variations de g.
d. Montrer que g est une bijection, en précisant avec soin les ensembles de départ et d’arrivée.
e. Justifier que g´1 est dérivable sur son ensemble de définition.
f. Déterminer g´1p´

?
eq.

g. Déterminer une équation de la tangente à la courbe de g´1 au point d’abscisse ´
?
e.

Correction :
1. a. On a :

Df “ tx P R | x3 ´ 1 ě 0u.

Or, après une rapide étude de la fonction x ÞÑ x3, on a :

x3 ´ 1 ě 0 ðñ x3 ě 1 ðñ x ě 1,

d’où Df “ r1,`8r.
b. La fonction x ÞÑ

?
x est dérivable sur s0,`8r, et x ÞÑ x3 ´ 1 est dérivable sur R. Ainsi, f est dérivable en

tant que composée sur tx P R | x3 ´ 1 ą 0u “s1,`8r.
c. Standard, on constate par composée (ou calcul de dérivée) que la fonction f est strictement décroissante,

et on complète facilement son tableau.
d. La fonction f est strictement décroissante, et continue, elle réalise donc une bijection de r1,`8r sur son

image fpr1,`8rq. Par ailleurs :
fp1q “ 0 et lim

xÑ`8
fpxq “ ´8,

donc d’après le corollaire du TVI, on a : fpr1,`8rq “s ´8, 0s.
Ainsi, f est une bijection de r1,`8r dans s ´ 8, 0s.
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e. On fixe y Ps ´8, 0s, et on résout :

y “ fpxq, d’inconnue x P r1,`8r.

On a :

y “ fpxq ðñ y “ ´
a

x3 ´ 1

ðñ y2 “ x3 ´ 1 car y ď 0 et x3 ´ 1 ě 0

ðñ x3 “ y2 ` 1

ðñ x “ py2 ` 1q1{3 car y2 ` 1 ě 0

Cela prouve que bien f´1 :s ´ 8, 0s Ñ r1,`8r vérifie f´1 : y ÞÑ py2 ` 1q1{3.
2. Soit g : x ÞÑ ´

?
ex ` x3 ´ 1.

a. On pose h : x ÞÑ ex ` x3 ´ 1 ě 0. Alors h est strictement croissante en tant que somme de fonction
strictement croissante. De plus, hp0q “ 0. Ainsi, on a hpxq ě 0 ðñ x ě 0.

b. La fontion x ÞÑ
?
x étant définie sur r0,`8r, la fonction g est bien définie sur

tx P R| ex ` x3 ´ 1 ě 0u “ r0,`8r d’après Q1.

c. La fonction h : x ÞÑ ex ` x3 ´ 1 et la fonction x ÞÑ ´
?
x étant strictement décroissantes, la fonction g est

strictement décroissante en tant que composée.
d. On applique à nouveau le théorème de la bijection (on passe les détails) : la fonction g : r0,`8rÑs´8, 0s

est une bijection.
e. On commence par calculer g1 :

@x P r0,`8r, g1pxq “ ´
ex ` 3x2

2
?
ex ` 3x2

, car p
?
uq1 “

u1

2
?
u
.

Il faut vérifier que cette dérivée ne s’annule pas. On a :

@x P R, ex ` 3x2 ą 0,

et donc
@x P r0,`8r, g1pxq ‰ 0.

On déduit que g´1 est dérivable sur son ensemble de définition s ´ 8, 0s, et que

pg´1q1 “
1

g1 ˝ g´1
.

f. On cherche un réel x P r0,`8r tel que gpxq “ ´
?
e. Il est naturel de tester x “ 1, et en effet gp1q “ ´

?
e,

ce qui prouve que g´1p´
?
eq “ 1.

g. Déterminons pg´1q1p´
?
eq :

pg´1q1p´
?
eq “

1

g1 ˝ g´1p´
?
eq
“

1

g1p1q
“

2
?
e` 3

e` 3
“

2
?
e` 3

.

Ainsi, l’équation de la tangente à la courbe de g´1 au point d’abscisse ´
?
e est :

y “ g´1p´
?
eq ` pg´1q1p´

?
eqpx`

?
eq “ 1`

2
?
e` 3

px`
?
eq

Exercice 2 - Une inégalité avec des valeurs absolues. Résoudre dans R :∣∣∣∣´3x` 10

x` 6

∣∣∣∣ ď 1.

Correction : Déjà, débarassons-nous de la fraction :∣∣∣∣´3x` 10

x` 6

∣∣∣∣ ď 1 ðñ
|´3x` 10|
|x` 6|

ď 1 ðñ |´3x` 10| ď |x` 6| car |x` 6| ě 0.

On raisonne alors selon les signes de ´3x`10 et x`6. Les changements de signe ont lieux en ´6 et 10
3 (il est conseillé

de faire un tableau de signe). On distingue donc 3 cas :

N. Popoff Page 2/7 Lycée les Eucalyptus

https://www.lycee-eucalyptus.fr/


PTSI - 2024–2025 Durée : 4h

• Résolution pour x Ps ´8,´6s : On a alors
"

| ´ 3x` 10| “ ´3x` 10
|x` 6| “ ´x´ 6

et donc
|´3x` 10| ď |x` 6| ðñ ´3x` 10 ď ´x´ 6 ðñ 8 ď x.

Or s ´ 8,´6s X r8,`8r“ H. On n’a donc pas de solution sur s ´ 8,´6s.
• Résolution pour x P r´6, 103 s : On a alors

"

| ´ 3x` 10| “ ´3x` 10
|x` 6| “ x` 6

et donc
|´3x` 10| ď |x` 6| ðñ ´3x` 10 ď x` 6 ðñ 1 ď x.

Or r´6, 103 s X r1,`8r“ r1,
10
3 s. Les solutions sur r´6,

10
3 s sont donc r1,

10
3 s.

• Résolution pour x P r 103 ,`8r : On a alors
"

| ´ 3x` 10| “ 3x´ 10
|x` 6| “ x` 6

et donc
|´3x` 10| ď |x` 6| ðñ 3x´ 10 ď x` 6 ðñ x ď 8.

Or r 103 ,`8rXs ´8, 8s “ r
10
3 , 8s. Les solutions sur r

10
3 ,`8r sont donc r

10
3 , 8s.

Finalement, l’ensemble des solutions est r1, 8s.
Exercice 3 - Trois exercices de sommes. Les trois exercices sont indépendants.

1. Pour n P N, on pose

An “
n´1
ÿ

k“0

k

ˆ

n

k

˙

et Bn “
n´1
ÿ

k“0

pk ` 1q

ˆ

n

k ` 1

˙

.

a. (Echauffement). Déterminer
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

.

b. Déterminer une expression simple de Bn ´An.
c. Soit un entier k avec 0 ď k ď n´ 1, montrer que : pk ` 1q ˆ

`

n
k`1

˘

“ pn´ kq ˆ
`

n
k

˘

.
d. En déduire que : Bn “ n2n ´ n´An.

e. En déduire une expression de An, puis de
n
ÿ

k“0

k

ˆ

n

k

˙

.

2. a. Donner la valeur de
n
ÿ

k“1

k, et montrer votre résultat par récurrence.

b. Rappeler (sans preuve) la valeur de
n
ÿ

k“1

k2.

c. Calculer pour n ě 2 :
ÿ

1ďiăjďn

pj ´ iq.

d. En déduire pour n ě 2, la valeur de
ÿ

1ďiďn
0ďjďn

|j ´ i|.

3. Pour n P N et x P R, on définit Cnpxq “
n
ÿ

k“0

cospkxq.

a. Montrer que x ÞÑ Cnpxq est paire et périodique. Donner Cnp0q.

b. Calculer Cnpxq “
n
ÿ

k“0

cospkxq pour x Ps0, 2πr.

c. Proposer une méthode pour calculer
n
ÿ

k“0

k sinpkxq (il n’est pas nécessaire de conduire les calculs jusqu’au

bout).
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Correction :
1. a. On reconnait un binôme de newton « fantôme » :

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

“

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

1k1n´k “ p1` 1qn “ 2n.

b. On a par télescopage :

Bn ´An “
n´1
ÿ

k“0

ˆ

pk ` 1q

ˆ

n

k ` 1

˙

´ k

ˆ

n

k

˙˙

“ nˆ

ˆ

n

n

˙

´ 0ˆ

ˆ

n

0

˙

“ n

c. On a d’une part :

pk ` 1q ˆ

ˆ

n

k ` 1

˙

“ pk ` 1q
n!

pk ` 1q!pn´ pk ` 1qq!
“

n!

k!pn´ k ´ 1q!
.

D’autre part :

pn´ kq ˆ

ˆ

n

k

˙

“ pn´ kq
n!

k!pn´ kq!
“

n!

k!pn´ k ´ 1q!
,

d’où le résultat.
d. On utilise cette formule :

Bn “
n´1
ÿ

k“0

pk ` 1q

ˆ

n

k ` 1

˙

“

n´1
ÿ

k“0

pn´ kq ˆ

ˆ

n

k

˙

“ n
n´1
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

´

n´1
ÿ

k“0

k ˆ

ˆ

n

k

˙

par linéarité de la somme

“ n

˜

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

´ 1

¸

´An

“ np2n ´ 1q ´An d’après Q1a

e. On a donc montré :
"

Bn ´An “ n d’après Q1b
Bn “ n2n ´ 1´An d’après Q1d

On déduit rapidement (par exemple par substitution) :

An “ n2n´1 ´ n.

Enuite, on a :
n
ÿ

k“0

k

ˆ

n

k

˙

“

n´1
ÿ

k“0

k

ˆ

n

k

˙

` n “ An ` n “ n2n´1

2. a. Voir cours.
b. Voir cours.
c. On a

ÿ

1ďiăjďn

pj ´ iq “
ÿ

1ďiăjďn

j ´
ÿ

1ďiăjďn

i.

Calculons la première somme :

ÿ

1ďiăjďn

j “
n
ÿ

j“2

˜

j´1
ÿ

i“1

j

¸

“

n
ÿ

j“2

pj´1qj “
n
ÿ

j“2

pj2´jq “
n
ÿ

j“1

j2´1´p
n
ÿ

j“1

j´1q “
npn` 1qp2n` 1q

6
´
npn` 1q

2
.

Mieux vaut mettre au même dénominateur tout de suite (calculs fait rapidement) :

ÿ

1ďiăjďn

j “
pn´ 1qnpn` 1q

3

N. Popoff Page 4/7 Lycée les Eucalyptus

https://www.lycee-eucalyptus.fr/


PTSI - 2024–2025 Durée : 4h

De même :

ÿ

1ďiăjďn

i “
n´1
ÿ

i“1

˜

n
ÿ

j“i`1

i

¸

“

n´1
ÿ

i“1

ipn´ iq “ nˆ
pn´ 1qn

2
´
pn´ 1qnp2n´ 1qq

6
“
pn´ 1qnpn` 1q

6

Finalement :
ÿ

1ďiăjďn

pj ´ iq “
pn´ 1qnpn` 1q

3
´
pn´ 1qnpn` 1q

6
“
pn´ 1qnpn` 1q

6

d. On a :
ÿ

1ďiďn
1ďjďn

|j´ i| “
ÿ

1ďiăjďn

pj´ iq`
ÿ

1ďjăiďn

pi´ jq “
ÿ

1ďiăjďn

pj´ iq`
ÿ

1ďiăjďn

pj´ iq car les indices sont muets

Avec la question précédente
ÿ

1ďiďn
1ďjďn

|j ´ i| “
pn´ 1qnpn` 1q

3
.

3. Pour n P N et x P R, on définit Cnpxq “
n
ÿ

k“0

cospkxq.

a. On a :

@x P R, Cnp´xq “
n
ÿ

k“0

cosp´kxq “
n
ÿ

k“0

cospkxq “ Cnpxq,

donc Cn est paire. On a aussi :

@x P R, Cnpx` 2πq “
n
ÿ

k“0

cospkx` 2kπq “
n
ÿ

k“0

cospkxq “ Cnpxq,

donc Cn est 2π-périodique.
On a aussi :

Cnp0q “
n
ÿ

k“0

1 “ n` 1.

b. Fait en cours, on trouve après calculs :

Cnpxq “
cospnx2 q sinp

pn`1qx
2 q

sin x
2

.

c. Notons Dn : x ÞÑ
n
ÿ

k“0

k sinpkxq, alors on a par dérivée d’une somme

Dnpxq “ C 1npxq,

on peut donc dériver le quotient trouvé x ÞÑ cospnx2 q sinp
pn`1qx

2 q

sin x
2

. Le calcul frontal s’annonce pénible, on peut
utiliser la formule cospaq sinpbq “ 1

2 psinpa` bq ´ sinpa´ bqq avant de dériver :

cospnx2 q sinp
pn`1qx

2 q

sin x
2

“
1

2

ˆ

sinpnx` x
2 q

sinpx2 q
`

sinpnx´ x
2 q

sinpx2 q

˙

.

Les plus malins peuvent aussi développer et faire apparaître la fonction tan, et ainsi esquiver la dérivée du
quotient.

Exercice 4 - Deux équations dans C. Les deux parties sont indépendantes.
1. On souhaite résoudre l’équation : 1´ z ` z2 ´ z3 ` z4 “ 0, d’inconnue z P C.

a. Montrer (sans développer) que : @z P C, pz ` 1qp1´ z ` z2 ´ z3 ` z4q “ z5 ` 1.
b. Résoudre l’équation z5 ` 1 “ 0 d’inconnue z P C.
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c. En déduire les solutions dans C de l’équation 1´ z ` z2 ´ z3 ` z4 “ 0.

2. a. Résoudre l’équation z2 “
?
2
2 ` i

?
2
2 en travaillant sous forme algébrique.

b. Résoudre l’équation sous forme exponentielle.
c. En déduire cospπ8 q et sinp

π
8 q.

Correction :

1. a. On doit reconnaître 1´ z` z2´ z3` z4 comme une somme géométrique de raison ´z. Ainsi, pour z ‰ ´1,
on utilise la formule du cours :

1´ z ` z2 ´ z3 ` z4 “
1´ p´zq5

1´ p´zq
“

1` z5

1` z
,

ce qui donne le résultat. Pour z “ ´1, la formule est bien sûr vraie puisque les deux membres de l’égalité
sont nuls.

b. On a :
z5 ` 1 “ 0 ðñ z5 “ ´1.

On déroule le cours : on cherche z sous forme exponenielle z “ ρeiϕ, et on a

z5 “ ´1 ðñ ρ5e5iϕ “ eiπ ðñ

"

ρ5 “ 1
5ϕ “ π ` 2kπ, k P Z ðñ

"

ρ “ 1
ϕ “ π

5 `
2kπ
5

.

Finalement, on trouve comme solutions :

S “ teipπ5` 2kπ
5 q, k “ 0, . . . , 4u.

c. D’après la question Q1a, on a

z ‰ ´1 ùñ 1´ z ` z2 ´ z3 ` z4 “
1` z5

1` z
,

et donc si z ‰ 1 vérifie z5 ` 1 “ 0, c’est une solution de l’équation. Ne concluons pas trop vite que les
solutions sont données par teip

π
5`

2kπ
5 q, k “ 0, . . . , 4u, car ´1 est dans cet ensemble (il correspond à k “ 2).

Il est clair que ´1 n’est pas solution. Finalement, les solutions sont données par

S 1 “ Szt´1u “ teipπ5` 2kπ
5 q, k “ 0, 1, 3, 4u.

2. a. On applique la méthode du cours en cherchant les solutons sous la fome z “ x` iy. On trouve après calculs
deux solutions :

z2 “

?
2

2
` i

?
2

2
ðñ z “

a

2`
?
2

2
` i

a

2´
?
2

2
ou z “ ´

a

2`
?
2

2
´ i

a

2´
?
2

2
.

b. On met le second membre sous forme exponentielle :

z2 “

?
2

2
` i

?
2

2
ðñ z2 “ ei

π
4 ðñ z “ ˘ei

π
8 .

c. On déduit par identification, et en utilisant que cospπ8 q ą 0 et sinpπ8 q ą 0 :

cosp
π

8
q “

a

2`
?
2

2
et sinp

π

8
q “

a

2´
?
2

2
.

Exercice 5 - Des calculs de dérivée n-ième. Les deux parties sont indépendantes.
1. Soit n P N et f la fonction définie sur R par f : x ÞÑ e´2x sinp2xq.

a. Ecrire la fonction f sous la forme Impgq où la fonction g est une exponentielle complexe.
b. Donner, sans justification, la dérivée n-ième de g.
c. Ecrire p´2` 2iqn sous forme exponentielle.
d. En déduire une expression concise de f pnq.
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2. Soit n P N et h la fonction définie sur Rzt2,´ 1
3u par h : x ÞÑ 14

p2x´4qp3x`1q .

a. Ecrire la fonction h sous la forme :
h : x ÞÑ

a

2x´ 4
`

b

3x` 1
,

où a et b seront des réels que vous déterminerez.
b. Proposer une formule pour hpnq (on ne demande pas de prouver le résultat par récurrence).

Correction :

1. a. On introduit g : x ÞÑ e´2xe2ix “ ep´2`2iqx, alors on a bien

@x P R, Impgpxqq “ Impe´2xe2ixq “ e´2x Impe2ixq “ e´2x sinp2xq.

b. On a, par récurrence directe :

@n P N,@x P R, gpnqpxq “ p´2` 2iqnep´2`2iqx.

c. On a (s’aider d’un dessin si besoin) :

´2` 2i “ 2p´1` iq “ 2
?
2e

3iπ
4 .

d. Par linéarité de la dérivée, on a
f pnq “ Impgpnqq,

ainsi, on transforme gpnq en vue de prendre sa partie imaginaire : On déduit des questions précédentes :

@x P R, gpnqpxq “ p2
?
2e

3iπ
4 qnep´2`2iqx “ p2

?
2qne

3inπ
4 ep´2`2iqx “ p2

?
2qne´2xeip2x`

3nπ
4 q.

On déduit :
@x P R, f pnqpxq “ p2

?
2qne´2x sinp2x`

3nπ

4
q

2. a. On trouve avec la méthode du cours :

h : x ÞÑ
2

2x´ 4
´

3

3x` 1
“

1

x´ 2
´

3

3x` 1

b. Posons h1 : x ÞÑ 1
x´2 et h2 : x ÞÑ 3

3x`1 . Après quelques tests (voir cours), on trouve :

h
pnq
1 pxq “

p´1qnn!

px´ 2qn`1
et h

pnq
2 pxq “

p´1qn3n`1n!

p3x` 1qn`1

On déduit hpnq en additionnant.
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