PTSI - 2022-2023 Durée : 4H00

Concours blanc : Algebre

Vous devez rendre les deux sujets_dans deux copies différentes

Exercice 1

00 0
SoitA:<1 0 O)EM3(]R).
01 0
Soit S = {M € M;(R) | AM = MA}.

1) Montrer que S est un sous-espace vectoriel de M5(R).
2) Montrer sans effectuer de calculs matriciels que Vect(I5,4,4%?) c S.

a b ¢
3) Soient(a,b,c,d,e,f,g,h,i)ERgetM:(d e f)eé’.
g h i

a) Montrer que {

b) En déduire qu’il existe (a, 8,7) € R3 que I’on déterminera en fonction des coefficients de M tels que
M = al; + fA+ yA% etque S c Vect(I5, A, A?).
4) Endéduire que S = Vect(I3, A, A?) et donner la dimension de S que I’on justifiera.

Soit S’ = {M € M3(R) | M3 = 0 et M2 # 0}.

5) On s’intéresse a I’ensemble §” :
a) Vérifierque A € §’.
b) &' est-il un espace vectoriel ?
c) Soient P € M5(R) inversible et M = PAP~L. Vérifier que M € S’

-1 1 1
Soit N = ( 1 1 —1) € M5(R).
0 2 0
On admet (pour éviter des calculs fastidieux) que N3 = 0.

On consideére f 1I’endomorphisme de R® dont N est la matrice dans la base canonique.

0
6) SoitX = (1) € R3.
0

a) Calculer NX et N2X.

b) Montrer que la famille (X, NX, N2X) est une base de R3.

c) Déterminer la matrice de f dans la base (X, NX, N2X).

d) En déduire sans calcul I’existence d’une matrice P € M3(R) inversible telle que P"INP = A
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Exercice 2

Soitn € N\{0,1,2}.

Dans 1’espace vectoriel R,,[X], on note B,, la base canonique (1, X, X?, ..., X™).

On considére I’application f;, qui a tout polynéme P de R,,[X] associe le polyndme

1
fa(P) = E(XZ —1P" —XP'+P

Préambule :
0) Montrer que f,, est un endomorphisme de R, [X].

Partie | : dans toute cette partie, n = 3.
1) Ecrire la matrice M5 de f5 dans la base Bs.
2) Déterminer Im M5 et Im f;.
3) Déterminer Ker M5 et Ker f3.
4) Ker f5 et Im f5 sont-ils supplémentaires dans R3[X] ?
5) Montrer que f5 est un projecteur.

Partie 11 : dans toute cette partie, n = 4.
6) Ecrire la matrice M, de f, dans la base B,.

10 -1 0 -3
/0 0 0 -3 0\
7) Montrerque M, =C+RouC=|0 0 0 0 0 | et R une matrice que 1’on déterminera.
0 0 O 1 0
0 0 0 O 0

8) Vérifierque C2 =C,R?> =3RetCR =RC = 0,.
9) Déterminer le rang de C et le rang de R.
10) Montrer que pour tout entier naturel p > 0, la matrice M% est combinaison linéaire de C et R et déterminer les

scalaires a,, et B8, tels que MY = apC + BpR.

Partie 111 : dans toute cette partie, n > 5.
11) Soit P un polynéme de degré k = 3. Montrer que f,,(P) est un polynéme de degré k dont le coefficient
dominant est non nul.
12) En déduire que si P € Ker f,, alors deg(P) < 2.
13) Deéterminer alors Ker f,, et justifier que dim(Ker f,,) = 2.
14) En déduire la dimension de Im f,,.
15) Déterminer f;,(1), f,,(X), f,(X?) et justifier que (f,,(1), f(X3), fo(XH), ..., fn(X™)) est une base de I'm f,.
16) Soit Q € R, [X].
a) Montrer quesi Q = f,,(P), alors Q' = %(X2 - 1P
b) EndéduirequeQ eImf, = (Q'(1) =Q'(—1) =0)
17) On se propose de montrerque Q € Im f,, < (Q'(1) =Q'(—1) =0)
Soit 7 = {Q € R,[X] [(Q'(1) = Q'(—1) = 0)}.
Soit u I’application qui a tout polynéme Q de R, [X] associe I’élément de R?, (Q'(1),Q'(—1)).
a) Justifier que u est une application linéaire.
b) Donner le lien entre H et u et déduire que H est un sous-espace vectoriel de R,, [X].
c) Montrer que (u(X), u(X?)) forme une base de R2.
d) En déduire la dimension de Im u, puis de Ker u et celle de H'.
e) Enutilisant Q16 et Q17, en déduire que Im f,, = H
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