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Concours blanc : Algèbre  

 

Vous devez rendre les deux sujets dans deux copies différentes  

 

Exercice 1  

Soit 𝐴 = (
0 0  0
1 0 0
0 1 0

) ∈ ℳ3(ℝ). 

Soit 𝒮 = {𝑀 ∈ ℳ3(ℝ) | 𝐴𝑀 = 𝑀𝐴}. 

 

1) Montrer que 𝒮 est un sous-espace vectoriel de ℳ3(ℝ). 

2) Montrer sans effectuer de calculs matriciels que 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐼3, 𝐴, 𝐴
2) ⊂ 𝒮. 

3) Soient (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑖) ∈ ℝ9 et 𝑀 = (
𝑎 𝑏  𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

) ∈ 𝒮. 

a) Montrer que {
𝑎 = 𝑒 = 𝑖
𝑑 = ℎ

𝑏 = 𝑐 = 𝑓 = 0
 

b) En déduire qu’il existe (𝛼, 𝛽, 𝛾) ∈ ℝ3 que l’on déterminera en fonction des coefficients de 𝑀 tels que 

𝑀 = 𝛼𝐼3 + 𝛽𝐴 + 𝛾𝐴
2 et que 𝒮 ⊂ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐼3, 𝐴, 𝐴

2). 

4) En déduire que 𝒮 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐼3, 𝐴, 𝐴
2) et donner la dimension de 𝒮 que l’on justifiera. 

 

Soit 𝒮′ = {𝑀 ∈ ℳ3(ℝ) | 𝑀
3 = 0 et 𝑀2 ≠ 0}. 

 

5) On s’intéresse à l’ensemble 𝒮′ : 

a) Vérifier que 𝐴 ∈ 𝒮′. 

b) 𝒮′ est-il un espace vectoriel ? 

c) Soient 𝑃 ∈ ℳ3(ℝ) inversible et 𝑀 = 𝑃𝐴𝑃−1. Vérifier que 𝑀 ∈ 𝒮′ 

 

Soit 𝑁 = (
−1 1    1
   1 1 −1
   0 2    0

) ∈ ℳ3(ℝ). 

On admet (pour éviter des calculs fastidieux) que 𝑁3 = 03. 

On considère 𝑓 l’endomorphisme de ℝ3 dont 𝑁 est la matrice dans la base canonique. 

 

6) Soit 𝑋 = (
0
1
0
) ∈ ℝ3. 

a) Calculer 𝑁𝑋 et 𝑁2𝑋. 

b) Montrer que la famille (𝑋,𝑁𝑋,𝑁2𝑋) est une base de ℝ3. 

c) Déterminer la matrice de 𝑓 dans la base (𝑋,𝑁𝑋,𝑁2𝑋). 

d) En déduire sans calcul l’existence d’une matrice 𝑃 ∈ ℳ3(ℝ) inversible telle que 𝑃−1𝑁𝑃 = 𝐴 
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Exercice 2  

Soit 𝑛 ∈ ℕ\{0,1,2}. 

Dans l’espace vectoriel ℝ𝑛[𝑋], on note ℬ𝑛 la base canonique (1, 𝑋, 𝑋2, … , 𝑋𝑛). 

On considère l’application 𝑓𝑛 qui à tout polynôme 𝑃 de ℝ𝑛[𝑋] associe le polynôme 

𝑓𝑛(𝑃) =
1

2
(𝑋2 − 1)𝑃′′ − 𝑋𝑃′ + 𝑃 

Préambule :  

0) Montrer que 𝑓𝑛 est un endomorphisme de ℝ𝑛[𝑋]. 

 

Partie I : dans toute cette partie, 𝒏 = 𝟑. 

1) Ecrire la matrice 𝑀3 de 𝑓3 dans la base ℬ3. 

2) Déterminer 𝐼𝑚 𝑀3 et 𝐼𝑚 𝑓3. 

3) Déterminer 𝐾𝑒𝑟 𝑀3 et 𝐾𝑒𝑟 𝑓3. 

4) 𝐾𝑒𝑟 𝑓3 et 𝐼𝑚 𝑓3 sont-ils supplémentaires dans ℝ3[𝑋] ? 

5) Montrer que 𝑓3 est un projecteur. 

 

Partie II : dans toute cette partie, 𝒏 = 𝟒. 

6) Ecrire la matrice 𝑀4 de 𝑓4 dans la base ℬ4. 

7) Montrer que 𝑀4 = 𝐶 + 𝑅 où 𝐶 =

(

 
 

1 0 −1    0 −3
0 0    0 −3    0
0 0    0    0    0
0 0    0    1    0
0 0    0    0    0)

 
 

 et 𝑅 une matrice que l’on déterminera. 

8) Vérifier que 𝐶2 = 𝐶, 𝑅2 = 3𝑅 et 𝐶𝑅 = 𝑅𝐶 = 04. 

9) Déterminer le rang de 𝐶 et le rang de 𝑅. 

10) Montrer que pour tout entier naturel 𝑝 > 0, la matrice 𝑀4
𝑝

 est combinaison linéaire de 𝐶 et 𝑅 et déterminer les 

scalaires 𝛼𝑝 et 𝛽𝑝 tels que 𝑀4
𝑝
= 𝛼𝑝𝐶 + 𝛽𝑝𝑅. 

 

Partie III : dans toute cette partie, 𝒏 ≥ 𝟓. 

11) Soit 𝑃 un polynôme de degré 𝑘 ≥ 3. Montrer que 𝑓𝑛(𝑃) est un polynôme de degré 𝑘 dont le coefficient 

dominant est non nul. 

12) En déduire que si 𝑃 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑓𝑛, alors deg(𝑃) ≤ 2. 

13) Déterminer alors 𝐾𝑒𝑟 𝑓𝑛 et justifier que 𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟 𝑓𝑛) = 2. 

14) En déduire la dimension de 𝐼𝑚 𝑓𝑛. 

15) Déterminer 𝑓𝑛(1), 𝑓𝑛(𝑋), 𝑓𝑛(𝑋
2) et justifier que (𝑓𝑛(1), 𝑓𝑛(𝑋

3), 𝑓𝑛(𝑋
4),… , 𝑓𝑛(𝑋

𝑛)) est une base de 𝐼𝑚 𝑓𝑛. 

16) Soit 𝑄 ∈ ℝ𝑛[𝑋]. 

a) Montrer que si 𝑄 = 𝑓𝑛(𝑃), alors 𝑄′ =
1

2
(𝑋2 − 1)𝑃(3) 

b) En déduire que 𝑄 ∈ 𝐼𝑚 𝑓𝑛  ⟹ (𝑄′(1) = 𝑄′(−1) = 0) 

17) On se propose de montrer que 𝑄 ∈ 𝐼𝑚 𝑓𝑛  ⟺ (𝑄′(1) = 𝑄′(−1) = 0) 

Soit ℋ = {𝑄 ∈ ℝ𝑛[𝑋] |(𝑄
′(1) = 𝑄′(−1) = 0)}. 

Soit 𝑢 l’application qui à tout polynôme 𝑄 de ℝ𝑛[𝑋] associe l’élément de ℝ2, (𝑄′(1), 𝑄′(−1)). 

a) Justifier que 𝑢 est une application linéaire. 

b) Donner le lien entre ℋ et 𝑢 et déduire que ℋ est un sous-espace vectoriel de ℝ𝑛[𝑋]. 

c) Montrer que (𝑢(𝑋), 𝑢(𝑋2)) forme une base de  ℝ2. 

d) En déduire la dimension de 𝐼𝑚 𝑢, puis de 𝐾𝑒𝑟 𝑢 et celle de ℋ. 

e) En utilisant Q16 et Q17, en déduire que 𝐼𝑚 𝑓𝑛 = ℋ. 


